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ВВЕДЕНИЕ

При построении экономических индексов потребительских цен и объёмов

потребления мы всегда исходим из некоторой модели потребителького по-

ведения. Статистические службы используют, как правило, индекс Лас-

пейреса. Для его расчёта в некоторый период времени, называемый ба-

зовым, формируется потребительская корзина, которая используется для

определения индекса во всех последующих периодах. Индекс Ласпейре-

са для произвольного исследуемого периода определяется как отноше-

ние стоимости потребительской корзины в ценах исследуемого периода

к стоимости такой же корзины в ценах базового периода. Этот индекс

согласован с моделями экстенсивного роста, построянство пропорций в

которых обосновано теоремой о магистрали. Обстоятельный обзор раз-

личных индексов, используемых в статистике, содержится в монографи-

ях [31, 5, 24, 20, 22, 11, 3, 40, 29, 2, 12, 21, 30, 10, 9].

В настоящее время наблюдается иной тип роста, связанный не столь-

ко с количественным приростом товаров, сколько с изменением их ка-

чества, появлением новых продуктов и большим разнообразием товаров

и услуг. Этим изменениям соответствуют другие модели экономического

роста. Возникает необходимость исследования структурных сдвигов в по-

треблении, с учетом замещения товаров. Для этого необходима разработка

панели экономических показателей, состоящей из нескольких экономиче-

ских индексов, характеризующих потребление в разных сегментах. В связи

с этим возникает необходимость исследования сегментации потребитель-

ского спроса.

Для того, чтобы исследовать замещение товаров, в начале XX века В. Па-

рето предложил модель ([1, 79]), согласно которой поведение всей совокуп-

ности домашних хозяйств можно описать как действия одного рациональ-
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ного репрезентативного потребителя, принимающего решение о потребле-

нии на основе максимизации своей функции полезности при бюджетном

ограничении. Модель Парето учитывает явление замещения товаров при

изменении структуры цен, которое не учитывается при расчете индекса

Ласпейреса, поскольку потребительская корзина фиксируется один раз для

всех исследуемых периодов.

В работах Бюшгенса [4] и Конюса [19] был предложен подход к определе-

нию экономических индексов, основанный на модели Парето. Этот подход

привёл в разработке индексов Конюса.

Индекс Конюса существует тогда и только тогда, когда наблюдаемые цены

и объёмы потребления согласуются с моделью Парето. Для каждой модели

существует обратная задача, заключающаяся в восстановлении элементов

модели по наблюдаемым данным. В случае с моделью Парето обратная

задача заключается в восстановлении функции полезности репрезентатив-

ного потребителя по имеющимся данным о потреблении и ценах. Модель

может не соответствовать моделируемому явлению. В этом случае обрат-

ная задача оказывается неразрешимой.

В работах [41, 94]1 было отмечено, что есть некоторые условия для то-

го, чтобы модель Парето соответствовала наблюдениям. Эти условия бы-

ли впервые сформулированы в работе [87]2. Среди условий разрешимости

обратной задачи для модели Парето есть условия существования инте-

грирующего множителя у дифференциальной формы обратных функций

спроса, называемые условиями Фробениуса. Эти условия являются усло-

виями типа равенства и нарушаются при малых возмущениях обратных

функций спроса. Исследованием и интерпретацией нарушения этих усло-

вий занимался Samuelson, который заложил основы теории выявленного

1Обе работы на английском языке приводятся в [50].
2На русском языке работа приводится, например, в [28].
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предпочтения в работе [82]. В работе [84] он назвал возможность нару-

шения условий Фробениуса при малых возмущения обратных функций

спроса проблемой интегрируемости. Анализу условий интегрируемости

и развитию теории выявленного предпочтения также посвящены работы

[66, 65, 62, 83, 67, 53, 81, 42, 60, 75, 74, 90, 80, 69, 70, 85].

Дальнейшее развитие теории выявленного предпочтения привело к разра-

ботке критериев разрешимости обратной задачи для модели Парето, кото-

рые применимы к торговой статистике, т.е. набору данных о потреблении и

ценах для нескольких товаров за несколько временных периодов. Один из

критериев разрешимости обратной задачи Парето, пригодный для примене-

ния к торговой статистике, – сильная аксиома выявленного предпочтения –

сформулирован в работе [67]. Первое доказательство того, что сильная ак-

сиома выявленного предпочтения является критерием разрешимости обрат-

ной задачи Парето для обратных функций спроса, приведенное в [67], было

неполным. Первое полное доказательство для обратных функций спроса

было дано в работе [89]. В работах [53, 8] обсуждалась связь сильной

аксиомы выявленного предпочтения с теоремой Каратеодори-Рашевского-

Чжоу. В работе [43] отмечено, что если существует интегрирующий мно-

житель для дифференциальной формы обратных функций спроса, то ин-

декс Конюса совпадает с индексом Дивизиа ([56]). Поэтому, индексы Ко-

нюса называют также индексами Конюса-Дивизиа.

В работе [36] было дано доказательство того, что сильная аксима выяв-

ленного предпочтения является критерием согласованности торговой ста-

тистики с моделью Парето.

Экономические индексы используются для описания образа жизни насе-

ления. Численность населения растёт, при этом уклад жизни может не

меняться в течение нескольких десятилетий. Цены растут из-за инфля-

ции, при этом структура цен меняется не часто. Это накладывает есте-
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ственное требование инвариантности экономических индексов относитель-

но масштабов как цен, так и объёмов потребления. Для того, чтобы ин-

дексы Конюса были инвариантны относительно масштабов, необходимо и

достаточно, чтобы функция полезности репрезентативного потребителя в

модели Парето была положительно однородной.

Ещё одной важной характеристикой экономических индексов является вы-

полнение финансовых балансов, которое означает, что совокупная сто-

имость потреблённых товаров сохраняется при переходе от исходного

описания к описанию в виде индексов. Другими словами, произведе-

ние индекса цен и индекса потребления должно совпадать со стоимо-

стью всех потреблённых товаров. Если функция полезности положительно-

однородная, то индексы Конюса сохраняют финансовые балансы. Без тре-

бования положительной-однородности функции полезности финансовые ба-

лансы, вообще говоря, не сохраняются.

Критерии согласованности торговой статистики с моделью Парето с

положительно-однородной функцией полезности получены в работах [38]

и [55]. Одним из таких критериев является выполнение однородной

сильной аксиомы выявленного предпочтения.

Полученные в этих работах результаты позволили проводить эмпирические

исследования для построения экономических индексов Конюса-Дивизиа,

основанных на функции полезности репрезентативного потребителя. Ме-

тод построения этих индексов, основанный на теории выявленного пред-

почтения, называется непараметрическим, поскольку не делается предпо-

ложений о параметрическом виде функции полезности.

В работе [92] обсуждается задача проверки слабой отделимости товарных

подгрупп с помощью сильной аксиомы выявленного предпочтения. Отдели-

мая товарная подгруппа представляет собой отдельный сегмент товарного
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рынка. Рациональный репрезентативный потребитель определяет, какую

долю общих расходов потратить на товары отделимой подгруппы и после

этого определяет объемы потребления товаров отделимой подгруппы оттал-

киваясь от цен только этих товаров. В той же работе автор отмечает, что

нет эффективной процедуры проверки слабой отделимости. В работе [47]

доказывается NP-полнота задачи проверки слабой отделимости товарных

подгрупп с помощью сильной аксиомы выявленного предпочтения.

Как показано в ряде работ по исследованию статистики Швеции ([6]),

Нидерландов ([25]) и фондовых рынков ([17]), нарушение гипотезы о ре-

презентативном рациональном потребителе может быть связано со струк-

турными изменениями, происходящими в экономике. В работе [23] пред-

ложено объяснение связи нарушения гипотезы о репрезентативном протре-

бителе с изменениями социальной структуры общества в рамках неоклас-

сической модели потребительского спроса. Связь гипотезы о рациональном

репрезентативном потребителе с функцией общественного благосостояния

Бергсона обсуждалась в работе [51].

Первым подходом к анализу данных, для которых не существует решения

обратной задачи для модели Парето, был подход, основанный на ослабле-

нии условий разрешимости обратной задачи и введении количественного

показателя, характеризующего степень несогласованности торговой стати-

стики с моделью Парето. Подход был предложен в [39] и развивался в

работах [68, 26]. Этот подход привёл к разработке обобщённого непара-

метрического метода. Другие показатели степени несогласованности тор-

говой статистики с моделью Парето рассматривались во многих работах,

включая [95, 93, 59, 63, 57, 88, 58].

Другой подход заключается в модификации модели Парето. Эта модифи-

кация заключается в рассмотрении не одного, а нескольких репрезента-

тивных потребителей с разными функциями полезности, совокупное по-
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ведение которых порождает наблюдаемый спрос. Эта модель учитывает

наличие в обществе разных групп потребителей с разным образом жизни

и разными предпочтениями. Она является более адекватным представле-

нием потребительского поведения, если обратные функции спроса не удо-

влетворяют условиям согласованности с моделью Парето. Такая модель

называется неоклассической моделью потребительского спроса.

В работах [32, 33, 48, 49] установлено, что минимальное количество ра-

циональных репрезентативных потребителей связано с классом дифферен-

циальной формы обратных функций спроса. В работе [77] доказывается

NP-полнота задачи проверки согласованности торговой статистики с нео-

классической моделью потребительского спроса с двумя и более репрезен-

тативными рациональными потребителями без требования положительной

однородности функций полезности репрезентативных потребителей.

В работе [46] рассматривается задача о проверке согласованности торговой

статистики с моделью коллективного принятия решений внутри домашних

хозяйств, которое состоит их нескольких потребителей с разными функци-

ями полезности. Эта модель является более общей, чем неоклассическая

модель потребительского спроса. Во-первых, в ней разделяется личное по-

требление, т.е. потребление отдельных членов домашнего хозяйста, и об-

щее потребление, т.е. совместное потребление одного товара. Во-вторых,

функции полезности каждого члена домашнего хозяйства зависят не толь-

ко от личного потребления этого члена и общего потребления, но и от

личных потреблений других членов домашнего хозяйства, что позволяет

учитывать экстерналии.

В [46] получены необходимые условия согласованности торговой статисти-

ки с моделью коллективного принятия решений внутри домашних хозяйств

без требования положительной однородности функций полезности. Вообще

говоря, эти условия не являются достаточными, и в той же работе приво-
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дится подтверждающий это пример и формулируются достаточные условия

согласованности торговой статистики с моделью коллективного принятия

решений внутри домашних хозяйств, при выполнении которых торговая

статистика согласуется с частным случаем модели коллективного приня-

тия решений внутри домашних хозяйств – моделью временного диктатора.

Согласно этой модели, решение о совокупном потреблени домашнего хо-

зяйства принимается одним из его членов, но в каждом периоде времени

это может быть разный член домашнего хозяйства. Эта модель является

ещё одним обобщением модели Парето на случай двух и более репрезен-

тативных потребителей.

В работе [54] доказывается NP-полнота задачи проверки согласованности

торговой статистики с моделью временного диктатора с функциями полез-

ности общего вида, т.е. без требования положительной однородности.

Поэтому актуальна проблема разработки методов анализа торговой стати-

стики при нарушении гипотезы о рациональном репрезентативном потре-

бителе, вызванным наличием двух и более групп потребителей с разным

образом жизни, при дополнительных модельных предположениях, позво-

ляющих разработать эффективные методы анализа торговой статистики в

случае нарушения гипотезы о рациональном репрезентативном потребите-

ле.

Актуальной также является проблема анализа сегментации потребитель-

ского спроса. В работе [92] рассматривается подход, основанный на силь-

ной аксиоме выявленного предпочтения, которая является критерием согла-

сованности торговой статистики с моделью Парето с функцией полезности

общего вида. Аналогичный подход можно разработать на основе однород-

ной сильной аксиомы выявленного предпочтения. В работе [47] доказыва-

ется NP-полнота задачи проверки слабой отделимости товарной подгруппы

без предположения о положительной однородности функции полезности.
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Сравнение двух аксиом выявленного предпочтения с точки зрения их при-

менимости к исследованию сегментации товарных рынков также является

актуальным.

Цель работы состоит в исследовании подходов к проблеме сегментации

товарных рынков с помощью методов, основанных на теории выявлен-

ного предпочтения, и их сравнении, а также в разработке методов анализа

торговой статистики в рамках неоклассической модели потребительского

спроса с несколькими репрезентативными потребителями.

Для достижения целей диссертационной работы в первой главе были про-

анализированы результаты теории выявленного предпочтения, которые поз-

воляют проверять согласованность торговой статистики с моделью Парето

и неоклассической моделью потребительского спроса, рассчитывать эко-

номические индексы, выделять отделимые товарные подгруппы и иссле-

довать структуру потребительского спроса, а также прогнозировать объе-

мы потребления и цены. При этом анализируются результаты, полученные

как при дополнительном требовании положительной однородности фун-

кций полезности репрезентативных потребителей, так и без этого требова-

ния.

§1.1 носит обзорный характер. В нем вводится понятие рационализируемос-

ти обратных функций спроса в некотором классе функций полезности. В

рамках диссертационного исследования рассматриваются два класса фун-

кций полезности. Первый класс это класс ΦG непрерывных на Rm
+ , вогну-

тых, ненасыщаемых, неубывающих и положительных на intRm
+ функций.

Второй класс это класс ΦH положительно-однородных функций из ΦG.

Формулируются основные критерии рационализируемости обратных фун-

кций спроса в классах ΦG и ΦH . Вводится также понятие слабой отдели-

мости товарных подгрупп и формулируются основные результаты, связан-

ные с этим понятием.
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Поскольку обратные функции спроса на практике неизвестны, в приклад-

ных задачах анализируются не обратные функции спроса, а конечный на-

бор данных о ценах и агрегированном потреблении, называемый торговой

статистикой. В §1.2 формулируется понятие рационализируемости торго-

вой статистистики, определяемое как возможность продолжения торговой

статистики до рационализируемых обратных функций спроса. Формулиру-

ются основные критерии рационализируемости торговых статистик в клас-

сах ΦG и ΦH . Для каждого из рассматриваемых классов функций полез-

ности есть два критерия рационализируемости. Первый критерий, это вы-

полнение некоторой аксиомы выявленного предпочтения. Для класса ΦG

это сильная аксиома выявленного предпочтения, а для класса ΦH это од-

нородная сильная аксиома. Второй критерий это разрешимость некоторой

системы линейных неравенств. Приводятся алгоритмы проверок сильной и

однородной сильной аксиомы с оценкой порядка их сложности. Описывает-

ся непараметрический метод расчета индексов Конюса-Дивизиа, основан-

ный на понятии рационализируемости торговой статистики в классе ΦH .

В §1.2 также рассматривается понятие слабой отделимости товарных под-

групп в терминах торговой статистики. Анализируется вопрос о проверке

слабой отделимости товарных подгрупп. Подчеркивается отсутствие эф-

фективного численного метода для тестирования слабой отделимости как

в классе ΦG, так и в классе ΦH , что согласуется с недавним результатом

об NP-полноте задачи проверки отделимости для класса ΦG, полученным

в [47]. Вопрос о классе сложности задачи проверки слабой отделимости

для класса ΦH на сегодняшний день остается открытым.

Если торговая статистика не удовлетворяет сильной или однородной силь-

ной аксиме, то системы линейных неравенств, разрешимость которых рав-

носильна выполнению аксиом выявленного предпочтения, оказываются

неразрешимыми. Можно поставить вопрос о регуляризации этих систем
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с помощью одного регуляризирующего параметра. Подход, основанный на

введении регуляризирующего параметра, рассматривается в §1.3. Мини-

мальное значение регуляризирующего параметра, при котором регуляризи-

рованная система линейных неравенств разрешима, называется показате-

лем нерациональности. В зависимости от того, какая аксиома выявленного

предпочтения рассматривается, говорят о показателе нерациональности в

классе ΦG или ΦH . Описывается также обобщенный непараметрический

метод анализа торговой статистики, который позволяет определять обоб-

щенные индексы Конюса-Дивизиа.

В §1.4 рассматриваются методы решения задач прогнозирования объемов

потребления и цен с помощью аксиом выявленного предпочтения. Под-

робно рассматривается задача прогнозирования объемов потребления, по-

скольку задача прогнозирования цен решается аналогично. Рассматривает-

ся классический подход к прогнозированию на основе торговой статистики,

предложенный в [91] для класса ΦG. В работе [7] исследован аналогичный

подход для класса ΦH , для которого получено конструктивное описание

множества прогнозов в виде системы линейных неравенств.

Также рассматривается подход к прогнозированию на основе набора кри-

вых Энгеля, предложенный в [44]. В этой работе формулируется результат,

позволяющий разработать эффективный алгоритм прогнозирования объе-

мов потребления на основе набора кривых Энгеля. Однако, этот результат

в общем случае неверен и в §1.4 приводится опровергающий контрпример.

Авторы [44] рассматривали рационализируемость в классе ΦG. Для клас-

са ΦH метод прогнозирования на основе кривых Энгеля не отличается от

описанного в [7] метода прогнозирования на основе торговой статистики.

В §1.5 формулируется неоклассическая модель потребительского спроса с

произвольным конечным числом рациональных репрезентативных потреби-

телей. Отмечается связь минимального количества репрезенативных потре-
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бителей для того, чтобы обратные функции спроса были согласованы с нео-

классической моделью, с классом дифферециальной формы обратных фун-

кций спроса. Рассматривается вопрос о проверке согласованности торговой

статистики с неоклассической моделью с несколькими репрезентативными

потребителями. Доказывается NP-полнота задачи проверки согласованно-

сти торговой статистики с моделью временного диктатора с функциями

полезности из класса ΦH . Для класса ΦG аналогичный результат был по-

лучен в [54].

Во второй главе диссертации представлены описания и результаты трех

численных экспериментов по сравнению сильной и однородной сильной ак-

сиом выявленного предпочтения с точки зрения их практической примени-

мости для выявления содержательных товарных подгрупп и исследования

сегментации, а также для прогнозирования.

В §2.1 описывается эксперимент по сравнению частот выполнения сильной

и однородной сильной аксиом на торговых статистиках товарных подгрупп,

сформированных случайным образом. Для расчетов использовались торго-

вые статистики Венгрии с 1975 по 1984 и Нидерландов с 1951 по 1977.

Эти статистики исследовались в работах [6] и [25]. Для обеих статистик

получились похожие результаты – частота выполнения сильной аксиомы

существенно выше, чем частота выполнения однородной сильной аксиомы.

Это говорит о том, что сильная аксиома выявленного предпочтения являет-

ся слабым требованием и не позволяет отличить содержательные товарные

подгруппы, которые образуют отдельный сегмент в структуре потребитель-

ского спроса, от случайных.

В §2.2 описывается эксперимент по сравнению мощностей аксиом выяв-

ленного предпочтения. Под мощностью понимается вероятность наруше-

ния аксиом выявленного предпочтения на торговой статистике, которая

заведомо не должна быть согласованной с моделью Парето. В [45] такая
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статистика формируется из фактических цен, а вместо фактических объ-

емов потребления берутся случайные неотрицательные векторы, которые

генерируются независимо для каждого периода времени. В §2.2 рассма-

тривается похожий подход. В качестве объемов потребления берутся фак-

тические объемы потребления, а цены являются многомерным случайным

процессом. Цены на отдельные товары предполагаются независимыми и

моделируются так, что логарифмы отношений последовательных цен явля-

ются процессом авторегрессии. Это позволяет учитывать временную кор-

реляцию цен, которая наблюдается в экономических данных.

Мощность сильной аксиомы вывленного предпочтения оказывается зна-

чительно ниже мощности однородной сильной аксиомы. Это полностью

согласуется с результатами §2.1 и является еще одним аргументом в поль-

зу использования однородной сильной аксиомы для анализа сегментации

потребительского спроса.

В §2.3 описывается численный эксперимент по оценке размера множеств

прогнозов, построенных с помощью сильной и однородной сильной аксиом

выявленного предпочтения. В качестве оценки размера множеств прогно-

зов используется вероятность выполнения аксиом выявленного предпочте-

ния на случайной торговой статистике, которая строится следующим обра-

зом. В качестве объемов потребления используются фактические объемы

потребления, в качестве цен за все периоды, кроме последнего, использу-

ются фактические цены, а цены последнего периода являются случайным

вектором, имеющим равномерное распределение на неотрицательной ча-

сти единичной сферы. Такая случайная статистика соответствует задаче

прогнозирования цен в последний период времени при фактических объе-

мах потребления в тот же период. В результате эксперимента получилось,

что для многих товарных групп частота выполнения сильной аксиомы на

случайной торговой статистике близка к единице. Это означает, что в это
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множество попадает почти любой неотрицательный вектор. Получается,

что множество прогнозов, построенное с помощью сильной аксиомы выяв-

ленного предпочтения, не дает практически никакой дополнительной ин-

формации о возможных ценах.

В третьей главе описаны исследования экономических данных с помощью

неоклассической модели потребительского спроса. В обоих исследовани-

ях делаются некоторые дополнительные модельные предположения, кото-

рые позволяют разработать эффективные методы анализа. Если не делать

никаких модельных предположений, то не приходится рассчитывать на

возможность разработки эффективных методов анализа, поскольку задача

проверки согласованности торговой статистики с общей неоклассической

моделью с функциями полезности из класса ΦG является NP-полной даже

для двух репрезентативных потребителей.

В §3.1 исследуется бюджетная статистика Великобритании за период

с 1975 по 1999. Бюджетная статистика содержит данные о ценах и об

объемах потребления отдельных домашних хозяйств. Если сложить объе-

мы потребления отдельных домашних хозяйств, получается торговая ста-

тистика, называемая в этом случае агрегированной. Эта статистика не удо-

влетворяет однородной сильной аксиоме, поэтому она не согласуется с мо-

делью Парето с положительно-однородной функцией полезности. Наличие

информации о расходах отдельных домашних хозяйств позволяет иссле-

довать неравенство распределения расходов с помощью кривых Лоренца

и коэффициентов Джини. По графику коэффициента Джини видно, что

с 1983 по 1989 в Великобритании наблюдался рост неравенства распре-

деления расходов. Это позволило выдвинуть предположение о том, что в

этот период в Великобритании формировалась новая группа более богатых

домашних хозяйств, предпочтения которых сильно отличалось от предпо-

чтений остальных домашних хозяйств.
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Отталкиваясь от этого предположения, была предпринята попытка отде-

лить группу наиболее богатых домашних хозяйств по уровню расходов.

Для этого была поставлена задача о последовательном отделении мини-

мальной доли наиболее богатых домашних хозяйств, чтобы получить торго-

вую статистику, удовлетворяющую однородной сильной аксиоме. Это уда-

лось сделать, причем торговая статистика, построенная по потреблению

отделенных наиболее богатых домашних хозяйств также удовлетворяет од-

нородной сильной аксиоме. Таким образом, агрегированную торговую ста-

тистику удалось разбить на две торговые статистики, каждая из который

рационализируема положительно-однородной функцией. Это означает, что

агрегированная торговая статистика согласуется с неоклассической моде-

лью потребительского спроса с двумя репрезентативными потребителями

с положительно-однородными функциями полезности. Первый репрезента-

тивный потребитель, торговая статистика которого получается из агрегиро-

ванной после отделения некоторых наиболее богатых домашних хозяйств,

соответствует основной группе домашних хозяйств, в которую входит боль-

шинство домашних хозяйств. Второй репрезентативный потребитель, тор-

говая статистика которого получена по потреблению отделенных наиболее

богатых домашних хозяйств, соответствует формирующейся группе наибо-

лее богатых домашних хозяйств, образ жизни которых сильно отличается

от образа жизни основной группы.

Особенностью полученного результата является то, что с каждым годом

доля наиболее богатых домашних хозяйств, которую необходимо отделять,

не убывает. Получается, что группа наиболее богатых домашних хозяйств

растет. Однако, рост не очень большой. В 1999 доля расходов группы

наиболее богатых домашних хозяйств составляет около 12% от расходов

всех домашних хозяйств. При этом, в эту группу входит всего 4% всех

домашних хозяйств.
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Для сравнения структур потребления были рассчитаны обобщенные ин-

дексы спроса Конюса-Дивизиа для четырех товарных подгрупп. Основное

отличие в долях потребления по четырем подгруппам наблюдается в под-

группах «Продукты питания» и «Транспорт и развлечения». В потребле-

нии группы наиболее богатых домашних хозяйств доля товаров категории

«Транспорт и развлечения» существенно выше, чем доля категории «Про-

дукты питания», тогда как для основной группы доли этих категорий в

структуре потребления почти одинаковы.

В §3.2 исследуется торговая статистика фондовых рынков и анализируется

кризис на фондовом рынке Китая летом 2015. На графиках индексов цен

и объемов торгов видно, что с декабря 2014 резко возрасла волатильность

индекса объемов торгов на фондовом рынке Китая, а индекс цен начал

расти, хотя на графиках индексов объемов торгов и цен мирового фондо-

вого рынка никаких заметных изменений в динамике не наблюдалось. На

графиках показателя нерациональности, построенным методом скользяще-

го окна, наблюдается резкий рост показателя нерациональности торговой

статистики Китая в декабре 2014.

Торговая статистика фондовых рынков, как правило, не согласуется с моде-

лью Парето с положительно-однородной функцией полезности. Это связано

с тем, что торги на фондовом рынке совершаются двумя категориями ин-

весторов – основными инвесторами и высокочастотными трейдерами или

спекулянтами. У этих категорий инвесторов разные предпочтения и разные

характерные временные горизонты сделок. Поведение основных инвесторов

согласуется с моделью Парето, однако наблюдаемые объемы торгов объеди-

няют торги основных инвесторов и высокочастотных трейдеров. Поэтому,

торговая статистика не удовлетворяет однородной сильной аксиоме. Для

подтверждения такого взгляда на причины нарушения однородной сильной

аксиомы проводится эксперимент, аналогичный эксперименту из §2.2.
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Активность высокочастотных трейдеров зависит от акций и от состояния

фондового рынка. В кризисных состояниях их активность возрастает. Од-

нако, даже при нормальном состоянии фондового рынка их активность

приводит к нарушению однородной сильной аксиомы. Существует некото-

рый уровень показателя нерациональности, характерный для нормального

режима функционирования фондового рынка Китая. Этот уровень называ-

ется нормальным.

Если описывать поведение инвесторов на фондовом рынке Китая в рамках

модели Парето, то кризис есть результат изменения предпочтений основ-

ный инвесторов. Среди высокочастотных трейдеров есть как профессиона-

лы, так и те, кто не имеет специальной подготовки и совершают торги на

основе своей интуиции. Как отмечают в [86], на фондовом рынке Китая

летом 2015 года доля индивидуальных инвесторов составляла около 85%.

Было выдвинуто предположение о том, что профессиональные высокоча-

стотные трейдеры спрогнозировали будущее изменение доходности некото-

рых акций, которое приведёт к изменению функции полезности основных

инвесторов. Это привело к тому, что в течение некоторого периода на фон-

довом рынке Китая присутствовало два типа основных инвесторов – основ-

ные инвесторы с ещё не изменившейся функцией полезности, и профессио-

нальные краткосрочные трейдеры, правильно спрогнозировавшие будущее

изменение функции полезности основных инвесторов. Они вели себя так,

как вели бы основные инвесторы после изменения их функции полезности.

Для выделения такого периода необходимо определить такие периоды, ко-

торые приводят к росту показателя нерациональности сверх нормального

уровня. Для этого был предложен альтернативный способ регуляризации

системы линейных неравенств, разрешимость которой равносильна выпол-

нению однородной сильной аксиоме. Это регуляризация в интегральной

метрике, в результате применения которой получаются показатели нераци-
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ональности для отдельных пар периодов времени. Задача определения этих

показателей является задачей линейного программирования.

В результате исследования решения двойственной задачи были выделе-

ны четыре месяца, исключение которых приводит с снижению показате-

ля нерациональности ниже нормального уровня. Если брать интервал от

минимального среди выделенных месяцев до максимального, то получит-

ся период длительностью в пять месяцев. Предположительно этот период

является переходным. В этот период происходит постепенное изменение

предпочтений основных инвесторов и присутствуют два типа основных ин-

веторов – со старыми и новыми предпочтениями. При этом, до переходного

периода есть только один тип основных инвесторов со старыми предпочте-

ниями, а после него также остаётся один тип основных инвесторов, но с

новыми предпочтениями.

Для подтверждения такого взгляда на природу кризиса была поставлена

задача разделить объёмы торгов переходного периода между двумя типами

основных инвесторов, которые существуют до и после переходного пери-

ода. Для решения этой задачи предложена процедура, основанная на по-

следовательном решении нескольких задач минимизации выпуклой квад-

ратичной функции при линейных ограничениях, т.е. задачи квадратичного

программирования. В результате применения этой процедуры поставленная

задача была успешно решена, что является подтверждением корректности

описанного выше взгляда на природу кризиса.

Для более глубокого анализа кризиса была также поставлена задача вы-

деления минимального количества акций, корректировкой объемов торгов

которых в выделенные ранее четыре периода можно добиться снижения

показаеля нерациональности до нормального уровня. Для решения этой

задачи была предложена процедура, основанная на последовательном ре-

шении нескольких задач проектирования цен и объемов торгов на прогноз-
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ные множества, построенные с помощью однородной сильной аксиомы. Эти

задачи являются задачами квадратичного программирования.

В результате применения процедуры были выделены 30 акций. Дальней-

ший перебор подгрупп этих акций позволил выделить всего одну акцию,

корректируя объемы торгов которой можно снизить показатель нерацио-

нальности до нормального уровня. Это акция CITIC Securities, ведущего

инвестиционного банка. Эта компания интерпретируется как репрезента-

тивный представитель сектора инвестиционных банков. У основных инве-

сторов произойдет изменение предпочтений относительно акций инвести-

ционных банков и это измение было спрогнозировано профессиональными

трейдерами. В результате анализа графика цен на акции CITIC Securities

удалось уточнить сценарий кризиса.

В четвертой главе приводятся описания численных методов, использован-

ных в диссертационном исследовании, и описания программ для ЭВМ раз-

работанных для решения поставленных в диссертационном исследовании

задач.

В §4.1 приводится краткое описание программного комплекса «Индекс»,

который является удобным инструментом для анализа торговой статистики

с графическим интерфейсом. Функционал этого программного комплекса

был расширен для решения новых задач, поставленных в диссертационном

исследовании.

В §4.2 приводится описание программной реализации методов сравнения

аксиом выявленного предпочтения, которые описываются во второй главе.

В §4.3 приводится описание программной реализации методов анализа тор-

говой статистики фондового рынка Китая, которые описываются в §3.2.

В §4.4 приводится описание программной реализации методов анализа

бюджетной статистики Великобритании, описанных в §3.1. Для анализа
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данных Великобритании был разработан новый программный комплекс на

языке прграммирования C++. Комплекс реализует основные алгоритмы

анализа торговой статистики, реализованные в программном комплек-

се «Индекс», не имеет графического интерфейса и предназначен для быст-

рой разработки новых методов анализа данных на основе обобщенного

непараметрического метода. Исходный код нового программного комплек-

са находится в открытом доступе на сайте GitHub3.

В приложении П.1 содержатся листинги программ, упомянутых в четвер-

той главе.

Научная новизна заключается в оригинальных постановках задач и но-

вых результатах, полученных как теоретичеким путем, так и в результате

проведения численных экспериментов и анализа экономических данных.

В западной литературе по теории выявленного предпочтения рассматри-

вается как правило класс ΦG. Однако, для построения положительно-

однородных экономических индексов необходимо, чтобы рационализиру-

ющая функция полезности была положительно-однородной, что приводит

к необходимости рассмотрения рационализируемости в классе ΦH . В дис-

сертационной работе впервые проведено сравнение двух аксиом с точки

зрения решения с их помощью актуальных практических задач анализа

сегментированности товарных рынков и прогнозирования объемов потреб-

ления и цен. Полученные результаты позволяют говорить о том, что для

решения прикладных задач следует требовать положительной однородно-

сти рационализирующей функции полезности и использовать однородную

сильную аксиому.

Анализ экономических данных в рамках неоклассической модели потре-

бительского спроса является актуальной проблемой. Однако, как следует

3https://github.com/nklemashev/phd/tree/master/uk/AxiomsPhD
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из работ по оценке класса сложности задач проверки согласованности тор-

говой статистики с неоклассической моделью потребительского спроса и

её частными случаями, возможность разработки эффективных алгоритмов

для решения этих задача маловероятна. Задача проверки согласованно-

сти торговой статистики с неоклассической моделью с двумя репрезента-

тивными потребителями с функциями полезности из класса ΦG является

NP-полной ([77]). Для другой модели с несколькими репрезентативными

потребителями – модели временного диктатора с функциями полезности из

класса ΦG – результат аналогичен. Задача проверки согласованности тор-

говой статистики с этой моделью также является NP-полной для двух и

более диктаторов ([54]). В диссертационном исследовании получен новый

результат в этом же направлении исследований – доказана NP-полнота

задачи проверки согласованности торговой статистики с моделью времен-

ного диктатора с функциями полезности из класса ΦH для двух и более

диктаторов.

В работах [54, 76, 77] предлагаются различные численные методы для про-

верки согласованности торговой статистики с неоклассической моделью и

ее частными случаями, а также с более общей моделью коллективного

потребления, задача проверки согласованности торговой статистики с ко-

торой рассматривалась в [46]. Эти методы основаны на эвристических со-

ображениях, разработанных в литературе по решению NP-полных задач. В

диссертационном исследовании предлагается вводить дополнительные до-

пущения, которые формулируются в экономических терминах и позволяют

эффективно исследовать экономические данные в рамках неоклассической

модели. Успешность такого подхода иллюстрируется двумя примерами ана-

лиза экономических данных.

В результате исследования бюджетной статистики Великобритании уда-

лось впервые проанализировать изменение социальной структуры обще-
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ства из-за формирования новой группы наиболее состоятельных домашних

хозяйств с отличающимся от большинства домашних хозяйств образом

жизни с помощью методов теории выявленного предпочтения. Анализ кри-

зиса на фондовом рынке Китая в 2015 году является первым примером

успешного анализа причин кризиса на фондовом рынке в рамках неоклас-

сической модели потребительского спроса с учетом нарушения однородной

сильной аксиомы даже при нормальном режиме функционирования фондо-

вого рынка.

Теоретическая и практическая ценность работы

Теоретическая ценность состоит в том, что показана сложность проверки

согласованности торговой статистики с частным случаем неоклассической

модели потребительского спроса с несколькими репрезентативными потре-

бителями, предложен подход к выделению двух социальных классов при

анализе бюджетной статистики и разработана методика анализа кризисов

на фондовых рынках.

Практическая ценность состоит в том, что рассмотренные в работе под-

ходы к анализу торговой и бюджетной статистики в рамках неокласси-

ческой модели потребительского спроса могут быть реализованы в виде

программного комплекса для исследования социальной структуры обще-

ства и изучения экономического поведения отдельных социальных групп

при изменении цен, объёмов продаж, а также номенклатуры товаров. Та-

кой комплекс может быть полезен в крупных сетях розничной торговли, а

также в статистических службах.
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ГЛАВА 1

МОДЕЛЬ ПОТРЕБИТЕЛЬСКОГО СПРОСА ПАРЕТО И ЕЁ

ОБОБЩЕНИЕ НА СЛУЧАЙ ДВУХ И БОЛЕЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ

РЕПРЕЗЕНТАТИВНЫХ ПОТРЕБИТЕЛЕЙ

1.1. Методы проверки согласованности обратных функций спроса с

классической моделью Парето

1.1.1. Модель потребительского спроса Парето и рационализируе-

мость обратных функций спроса

В модели потребительского спроса Парето предполагается, что совокупный

спрос на некоторую группу из m товаров может быть описан как резуль-

тат выбора объёмов потребления одним рациональным репрезентативным

потребителем, который максимизирует свою функцию полезности F при

бюджетном ограничении, которое зависит от вектора цен товаров P и име-

ющегося у него дохода I. Формально, при заданном векторе цен P и за-

данном доходе I спрос X = X(P, I) определяется как решение следующей

задачи оптимизации

F (Y )→ max
Y>0

, (1.1.1)

〈P, Y 〉 6 I. (1.1.2)

В модели Парето спрос представлен в виде набора функций спроса, ко-

торые зависят от цен и дохода. Прямую зависимость от дохода можно

исключить, поскольку для функций спроса справедливо равенство

X(P, I) = X

(
P

I
, 1

)
. (1.1.3)
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Таким образом, можно говорить о том, что функции спроса описывают

зависимость объёмов потребления от цен. Для описания спроса также ис-

пользуют обратные функции спроса P (X), выражающие зависимоть цен

от объёмов потребления.

Задача (1.1.1), (1.1.2) является прямой задачей в модели Парето. Обратной

задачей в модели Парето является задача восстановления функции полез-

ности рационального репрезентативного потребителя по заданным обрат-

ным функциям спроса. Другими словами, по заданным обратным функци-

ям спроса P (X) требуется найти такую функцию F из некоторого функ-

ционального класса Φ, что любой вектор спроса X > 0 является решением

задачи оптимизации, соответствующей этому вектору спроса:

F (Y )→ max
Y>0

, (1.1.4)

〈P (X), Y 〉 6 〈P (X), X〉 . (1.1.5)

Заметим, что в формулировке задачи оптимизации (1.1.4), (1.1.5) доход

считается равным стоимости вектора объёмов потребления 〈P (X), X〉. Это

не является ограничением в модели Парето при некоторых требованиях

к функциям полезности. Действительно, если в модели Парето (1.1.1),

(1.1.2) потребовать, чтобы фунция полезности F была ненасыщаемой1, то

оптимальное решение задачи (1.1.1), (1.1.2) обращает неравенство (1.1.2)

в равенство.

Если обратная задача Парето имеет решение, то говорят, что обратные

функции спроса согласуются с моделью Парето с функцией полезности из

класса Φ. В этом случае, обратные функции спроса называются рационали-

зируемыми в классе Φ. Введём строгое определение рационализируемости

обратных функций спроса.

1Функция называется ненасыщаемой, если у неё отсутствует глобальный безусловный максимум.
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Определение 1. Говорят, что обратные функции спроса P (X) рацио-

нализируемы в функциональном классе Φ, если существует функция

(полезности) F ∈ Φ такая, что

X ∈ Argmax{F (Y ) | 〈P (X), Y 〉 6 〈P (X), X〉 , Y > 0} (1.1.6)

для всех X > 0. При этом говорят, что функция F рационализирует

обратные функции спроса P (X).

В рамках теории выявленного предпочтения рассматриваются два функци-

ональных класса функций полезности.

Определение 2. Говорят, что функция F принадлежит классу ΦG, если

она

1) непрерывна на Rm
+ ,

2) вогнута,

3) ненасыщаема,

4) монотонно неубывает2,

5) положительна на множестве intRm
+ .

Определение 3. Говорят, что функция F принадлежит классу ΦH , если

она

1) принадлежит классу ΦG,

2) положительно-однородная первой степени.

1.1.2. Критерии рационализируемости обратных функций спроса

Известны два критерия рационализируемости обратных функций спроса в

классе ΦG, которые приводятся в следующей теореме.

2Функция f многих аргументов называется монотонно неубывающей, если для любых наборов значений

её аргументов x и y таких, что x > y, выполнено f(x) > f(y).
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Теорема 1 ([89]). Пусть обратные функции спроса P (X) неотрицатель-

ны и непрерывны на Rm
+ . Пусть 〈P (X), X〉 > 0 для всех X из Rm

+ . Тогда

следующие утверждения эквивалентны.

1) Обратные функции спроса P (X) рационализируемы в классе ΦG.

2) Существуют функции F ∈ ΦG и λ, причём функция λ положитель-

на и непрерывна на intRm
+ , такие, что для всех X ∈ Rm

+ и Y ∈ Rm
+

выполнено

F (X) 6 F (Y ) + λ(Y ) 〈P (Y ), X − Y 〉 . (1.1.7)

3) Обратные функции спроса P (X) удовлетворяют сильной аксиоме

выявленного предпочтения, т.е. для любого K > 0 и для любых X,

X1, . . ., XK и Y из Rm
+ таких, что

〈P (X), X〉 >
〈
P (X), X1

〉
, (1.1.8)〈

P (X1), X1
〉
>
〈
P (X1), X2

〉
, (1.1.9)

. . . , (1.1.10)〈
P (XK), XK

〉
>
〈
P (XK), Y

〉
, (1.1.11)

выполнено

〈P (Y ), Y 〉 6 〈P (Y ), X〉 . (1.1.12)

Рассмотрим функцию F из класса ΦH . Обозначим супердифференциал

функции F в произвольной точке X̂ через ∂F (X̂). Рассмотрим произволь-

ный вектор P̂ из множества ∂F (X̂). Тогда, по определению супердиффе-

ренциала, имеем

F (X)− F (X̂) 6
〈
P̂ , X − X̂

〉
(1.1.13)

для всех X из Rm
+ . Выведем обобщённое тождество Эйлера для вогнутых

положительно-однородных функций. Для этого, следуя [35], положим в
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(1.1.13) X = λX̂ для произвольного положительного λ. Тогда, с учётом

положительной однородности функции F , получаем, что для произвольного

положительного λ справедливо неравенство

(λ− 1)F (X̂) 6 (λ− 1)
〈
P̂ , X̂

〉
, (1.1.14)

из которого вытекает обобщённое тождество Эйлера: для любых X̂ ∈ Rm
+

и P̂ ∈ ∂F (X̂) выполнено равенство

F (X̂) =
〈
P̂ , X̂

〉
. (1.1.15)

Рассмотрим неравенства (1.1.7). Из них вытекает, что вектор Y является

решением следующей задачи оптимизации

F (X)→ max
X>0

(1.1.16)

〈P (Y ), X〉 6 〈P (Y ), Y 〉 (1.1.17)

Из необходимых условий первого порядка для экстремума этой задачи

вытекает, что

λ(Y )P (Y ) ∈ ∂F (Y ). (1.1.18)

Если потребовать, чтобы функция F принадлежала классу ΦH , то из обоб-

щённого тождества Эйлера следует, что

F (Y ) = λ(Y ) 〈P (Y ), Y 〉 (1.1.19)

для всех Y из Rm
+ . Если подставить это равенство в неравенства (1.1.7), то

они преобразуются в

λ(X) 〈P (X), X〉 6 λ(Y ) 〈P (Y ), X〉 . (1.1.20)

Теорема 2 ([72, 26]). Пусть обратные функции спроса P (X) неотрица-

тельны и непрерывны на Rm
+ . Пусть 〈P (X), X〉 > 0 для всех X из Rm

+ .

Тогда следующие утверждения эквивалентны.
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1) Обратные функции спроса P (X) рационализируемы в классе ΦH .

2) Система линейных неравенств

λ(X) 〈P (X), X〉 6 λ(Y ) 〈P (Y ), X〉 X, Y ∈ Rm
+ (1.1.21)

имеет решение λ(X), которое положительно и непрерывно на

intRm
+ .

3) Обратные функции спроса P (X) удовлетворяют однородной силь-

ной аксиоме выявленного предпочтения, т.е. для любого набора

векторов X1, . . ., XK из Rm
+ выполнено неравенство〈

P (X1), X2
〉 〈
P (X2), X3

〉
. . .
〈
P (XT ), X1

〉
>
〈
P (X1), X1

〉 〈
P (X2), X2

〉
. . .
〈
P (XK), XK

〉
. (1.1.22)

4) Существуют функции Q(P ) и F (X) из класса ΦH такие, что

Q(P )F (X) 6 〈P, X〉 P ∈ Rm
+ , X ∈ Rm

+ , (1.1.23)

Q(P (X))F (X) = 〈P (X), X〉 X ∈ Rm
+ . (1.1.24)

Следствие 1. Если функции Q(P ) и F (X) из класса ΦH удовлетворяют

неравенствам (1.1.23) и (1.1.24), то функция

λ(X) =
1

Q(P (X))
(1.1.25)

удовлетворяет неравенствам (1.1.21).

Доказательство. Из (1.1.23) и (1.1.24) вытекает, что для любых X ∈

intRm
+ и P ∈ Rm

+ таких, что Q(P ) > 0 выполнено

1

Q(P (X))
〈P (X), X〉 6 1

Q(P )
〈P, X〉 . (1.1.26)

Деление на Q(P (X)) корректно, поскольку из того, что X ∈ intRm
+ , сле-

дует, что F (X) > 0 и 〈P (X), X〉 > 0. Поэтому, из (1.1.24) следует, что

Q(P (X)) > 0. Подставляя P (Y ) вместо P в неравенстве (1.1.26), получаем

1

Q(P (X))
〈P (X), X〉 6 1

Q(P (Y ))
〈P (Y ), X〉 (1.1.27)
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для всех X и Y из intRm
+ . Из этого следует, что функция

λ(X) =
1

Q(P (X))
(1.1.28)

удовлетворяет неравенствам (1.1.21). Следствие доказано.

Следствие 2. Пусть функция λ(X) положительна, непрерывна на intRm
+

и удовлетворяет (1.1.21). Тогда функции F (X) и Q(P (X)) из (1.1.23),

(1.1.24) могут быть представлены в виде

F (X) = λ(X) 〈P (X), X〉 , Q(P (X)) =
1

λ(X)
. (1.1.29)

Доказательство. Определим функцию F (X) как

F (X) = inf{λ(Y ) 〈P (Y ), X〉 | Y ∈ Rm
+}, (1.1.30)

и функцию Q(P ) как преобразование Янга функции F (X)

Q(P ) = inf

{
〈P, Y 〉
F (Y )

∣∣∣∣Y > 0, F (Y ) > 0

}
, (1.1.31)

где функция λ(X) непрерывна, положительна на intRm
+ и удовлетворяет

неравенствам (1.1.21).

Эти функции удовлетворяют неравенствам (1.1.23). Поскольку λ(X) удо-

влетворяет неравенствам (1.1.21), то

F (X) = λ(X) 〈P (X), X〉 (1.1.32)

и

Q(P (X)) = inf

{
〈P (X), Y 〉

λ(Y ) 〈P (Y ), Y 〉

∣∣∣∣Y > 0, λ(Y ) 〈P (Y ), Y 〉 > 0

}
=

1

λ(X)
inf

{
λ(X) 〈P (X), Y 〉
λ(Y ) 〈P (Y ), Y 〉

∣∣∣∣Y > 0, λ(Y ) 〈P (Y ), Y 〉 > 0

}
=

1

λ(X)
.

(1.1.33)

Следствие доказано.
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Функции F (X) и Q(X), удовлетворяющие условиям (1.1.23) и (1.1.24),

называются индексными функциями Конюса-Дивизиа. Функция F (X) яв-

ляется индексной функцией спроса, а функция Q(P ) является индексной

функцией цен.

1.1.3. Понятие слабой отделимости товарных подгрупп

Для исследования структуры потребительского спроса и анализа сегмента-

ции товарных рынков в рамках теории выявленного предпочтения вводится

понятие слабой отделимости товарных подгрупп. Пусть все m товаров, со-

ставляющие товарную группу, называемую исходной, разбиты на K + 1

непересекающихся товарных подгрупп. Обозначим вектор потребления то-

варов k-ой подгруппы через Xk, а количество товаров в k-ой подгруппе

через mk. Обозначим обратные функции спроса, соответствующие ценам

на товары k-ой подгруппы, через Pk(X).

Определение 4. Говорят, что товарные подгруппы 1, . . . , K слабо от-

делимы от исходной группы товаров, если исходная группа товаров

рационализируема и рационализирующая функция полезности F пред-

ставима в виде

F (X) = F0(F1(X1), . . . , FK(XK), XK+1), (1.1.34)

причём все функции F0, F1, . . . , FK из одного функционального класса.

Каждая слабо отделимая подгруппа образует независимый сегмент товар-

ного рынка, который можно анализировать отдельно от остальных товаров.

Это позволяет говорить об индексах отдельных товарных групп и состав-

лять панель экономических индексов, которая позволяет исследовать эко-

номическую динамику более подробно.

Приведём ряд результатов относительно отделимости в классе ΦH .
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Теорема 3 ([6]). Пусть обратные функции спроса P (X) рационализиру-

емы в классе ΦH . Пусть первые K товарных подгрупп слабо отделимы

от исходной группы, т.е. рационализирующая функция полезности F

может быть представлена в виде (1.1.34), где функции F0, F1, . . . , FK

принадлежат классу ΦH . Тогда преобразование Янга функции F , опре-

деляемое как

Q(P ) = inf

{
〈P, X〉
F (X)

∣∣∣∣X > 0, F (X) > 0

}
(1.1.35)

может быть представлено в виде

Q(P ) = Q0(Q1(P1), . . . , QK(PK), PK+1), (1.1.36)

где Pk – вектор цен на товары k-ой подгруппы, функция

Q0(q1, . . . , qK , PK+1) является оптимальным значением целевой функции

в задаче оптимизации∑K
k=1 qkYk + 〈PK+1, XK+1〉
F0(Y1, . . . , YK , XK+1)

→ min, (1.1.37)

(Y1, . . . , YK , XK+1) ∈ RK+mK+1

+ , (1.1.38)

F0(Y1, . . . , YK , XK+1) > 0, (1.1.39)

а функции Qk являются преобразованиями Янга функций Fk

Qk(Pk) = inf

{
〈Pk, Xk〉
Fk(Xk)

∣∣∣∣Xk ∈ Rmk
+ , Fk(Xk) > 0

}
. (1.1.40)

Следствие 3. Пусть обратные функции спроса первых K подгрупп

P1(X), . . ., PK(X) рационализируемы в классе ΦH . Обозначим индекс-

ные функции спроса и цен Конюса-Дивиза для этих подгрупп через Fk

и Qk. Пусть обратные функции спроса

P̃(X) = (Q1(P1(X)), . . . , QK(PK(X)), PK+1(X)) (1.1.41)

рационализируемы в классе ΦH . Обозначим соответствующие индекс-

ные функции спроса и цен Конюса-Дивизиа через F0 и Q0. Тогда об-

ратные функции спроса P (X) рационализируемы в классе ΦH , причём
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соответствующие им индексные функции спроса и цен Конюса-Дивизиа

могут быть представлены в виде

F (X) = F0(F1(X1), . . . , FK(XK), KK+1), (1.1.42)

Q(P (X)) = Q0(Q1(P1(X)), . . . , QK(PK(X)), PK+1(X)). (1.1.43)

Доказательство. По определению индексных функций Конюса-Дивизиа,

функции Fk и Qk удовлетворяют условиям

Qk(Pk)Fk(Xk) 6 〈Pk, Xk〉 Pk, Xk ∈ Rmk
+ , (1.1.44)

Qk(Pk(X))Fk(Xk) = 〈Pk(X), Xk〉 X ∈ Rm
+ . (1.1.45)

Индексные функции F0 и Q0, соответствующие обратным функциям спроса

P̃(X), удовлетворяют, по определению, следующим условиям

Q0(q1, . . . , qK , PK+1)F0(y1, . . . , yK , XK+1) 6
K∑
k=1

qkyk + 〈PK+1, XK+1〉

(1.1.46)

для всех (q1, . . . , qK) и (y1, . . . , yK) из RK
+ , PK+1 и XK+1 из RmK+1

+ , и

Q0(Q1(P1(X)), . . . , QK(PK(X)), PK+1(X))F0(F1(X1), . . . , FK(XK), XK+1)

=
K+1∑
k=1

〈Pk(X), Xk〉 (1.1.47)

для всех X из Rm
+ .

Для доказательства рационализируемости обратных функций спроса P (X)

в классе ΦH достаточно показать, что функции

F (X) = F0(F1(X1), . . . , FK(XK), XK+1), (1.1.48)

Q(P ) = Q0(Q1(P1), . . . , QK(PK), PK+1) (1.1.49)
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принадлежат классу ΦH и удовлетворяют условиям (1.1.23) и (1.1.24). То,

что эти функции принадлежат классу ΦH вытекает из того, что все фун-

кции, которые входят в определение этих функций, принадлежат классу

ΦH . Неравенство (1.1.23) вытекает из неравенств (1.1.45) и (1.1.46):

Q(P )F (X)

Q0(Q1(P1), . . . , QK(PK), PK+1)F0(F1(X1), . . . , FK(XK), XK+1)

6
K∑
k=1

Qk(Pk)Fk(Xk) + 〈PK+1, XK+1〉 6 〈P, X〉 . (1.1.50)

Равенство (1.1.24) вытекает из равенства (1.1.47). По теореме 2, обратные

функции спроса P (X) рационализируемы в классе ΦH .

Возможность представления соответствующих индексов Конюса-Дивизиа

в виде (1.1.42) и (1.1.43) вытекает из определения функций F и Q. След-

ствие доказано.

1.2. Методы проверки согласованности торговой статистики с моде-

лью Парето

1.2.1. Рационализируемость торговой статистики и непараметриче-

ский метод построения экономических индексов

На практике обратные функции спроса P (X) не доступны. Наблюдают-

ся лишь их значения P (X t) для некоторого конечного набора векторов

спроса X t. Конечный набор {(P t, X t)}Tt=1 пар объёмов потребления X t и

соответствющих им цен P t = P (X t) называется торговой статистикой. Под

рационализируемостью торговой статистики понимается возможность её

продолжения до рационализируемых обратных функций спроса.
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Определение 5. Торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1 называется рацио-

нализируемой в классе Φ, если существует функция (полезности) F из

класса Φ такая, что

X t ∈ Argmax{F (Y ) |
〈
P t, Y

〉
6
〈
P t, X t

〉
, Y ∈ Rm

+} (1.2.1)

для всех t ∈ {1, . . . , T}.

В рамках теории выявленного предпочтения были получены два критерия

рационализируемости торговой статистики в классе ΦG. Они представлены

в формулировке следующей теоремы Африата-Вериана.

Теорема 4 ([36, 37, 91]). Следующие утверждения эквивалентны

1) Торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1 рационализируема в классе ΦG.

2) Существует решение {(U t, λt) | t ∈ {1, . . . , T}} системы линейных

неравенств

U t 6 U τ + λτ
〈
P τ , X t −Xτ

〉
t, τ = 1, T , (1.2.2)

λt > 0 t = 1, T . (1.2.3)

3) Торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1 удовлетворяет сильной аксио-

ме выявленного предпочтения, т.е. для любых t и τ , для которых

существуют t1, . . . tk такие, что〈
P t, X t

〉
≥
〈
P t, X t1

〉
, (1.2.4)〈

P t1, X t1
〉
≥
〈
P t1, X t2

〉
, (1.2.5)

. . . (1.2.6)〈
P tk, X tk

〉
≥
〈
P tk, Xτ

〉
, (1.2.7)

выполнено

〈P τ , Xτ〉 ≤
〈
P τ , X t

〉
(1.2.8)
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Для того, чтобы проверить выполнение сильной аксиомы выявленного

предпочтения, необходимо построить транзитивное замыкание R∗ отно-

шения выявленного предпочтения R определённого на {X t}Tt=1 × {X t}Tt=1

следующим образом:

X tRXτ ⇔
〈
P t, X t

〉
>
〈
P t, Xτ

〉
. (1.2.9)

Транзитивное замыкание отношения можно построить с помощью алгорит-

ма Варшалла-Флойда за O(T 3) операций. Сильная аксиома выявленного

предпочтения равносильна тому, что для всех t и τ из {1, . . . , T} из X tR∗Xτ

вытекает, что 〈P τ , Xτ〉 ≤ 〈P τ , X t〉. Это можно проверить за O(T 2) опера-

ций. Таким образом, проверить выполнение сильной аксиомы выявленного

предпочтения можно за O(T 3) операций.

Стоит отметить, что, если 〈P t, X t〉 6= 〈P t, Xτ〉 для всех t и τ таких, что

t 6= τ , то задача проверки сильной аксиомы выявленного предпочтения рав-

носильна проверке отсутствия циклов в ориентированном графе, задающим

отношение выявленного предпочтения. Такую проверку можно сделать за

O(T 2) операций с помощью алгоритма поиска в ширину (см, например, [?

]).

Для проверки рационализируемости торговой статистики в классе ΦH есть

также два критерия, которые приводятся в формулировке следующей тео-

ремы Африата-Вериана.

Теорема 5 ([38, 55, 92]). Следующие утверждения эквивалентны.

1) Торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1 рационализируема в классе ΦH .

2) Существует положительное решение λt > 0 (t = 1, . . . T ) системы

линейных неравенств

λt
〈
P t, X t

〉
≤ λτ

〈
P τ , X t

〉
, t, τ = 1, T . (1.2.10)
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3) Торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1 удовлетворяет однородной

сильной аксиоме выявленного предпочтения, т.е. для любых

t1, . . . , tk выполнено〈
P t1, X t2

〉 〈
P t2, X t3

〉
, . . .

〈
P tk, X t1

〉
>
〈
P t1, X t1

〉 〈
P t2, X t2

〉
. . .
〈
P tk, X tk

〉
. (1.2.11)

Неравенство (1.2.11) для k = 2 может быть переписано в виде

〈P t1, X t2〉
〈P t2, X t2〉

>
〈P t1, X t1〉
〈P t2, X t1〉

, (1.2.12)

которое выражает эффект Гершенкрона – индекс Ласпейреса 〈P t1 , Xt2〉
〈P t2 , Xt2〉 не

меньше индекса Пааше 〈P
t1 , Xt1〉

〈P t2 , Xt1〉.

Для проверки однородной сильной аксиомы вводится матрица C, элемен-

тами которой являются индексы цен Пааше

Cτt =
〈P t, X t〉
〈P τ , X t〉

. (1.2.13)

Тогда неравенство (1.2.11) может быть переписано в виде

Ct1t2Ct2t3 . . . Ctkt1 6 1. (1.2.14)

Матрица C задаёт взвешенный граф, вершины которого соответствуют пе-

риодам времени от 1 до T , а веса рёбер определяются значениями матри-

цы C. Любой цепочке временных индексов t1, . . ., tk можно приписать вес,

определяемый как

Ct1t2Ct2t3 . . . Ctk−1tk. (1.2.15)

Однородная сильная аксиома выявленного предпочтения выполнена тогда и

только тогда, когда максимальный вес любого цикла, т.е. цепочки времен-

ных индексов, первый и последний индекс которой совпадают, не превос-

ходит единицы. Рассмотрим матрицу C∗ максимальных весов всех цепочек,
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элементы которой определяются как

C∗τt = max{Cτt1Ct1t2 . . . Ctkt | (t1, . . . , tk) ⊂ {1, . . . , T}k, k > 0}. (1.2.16)

Однородная сильная аксиома выполняется тогда и только тогда, когда все

диагональные элементы матрицы C∗ не превосходят единицы. Алгоритм

Варшалла-Флойда позволяет за O(T 3) операций построить эту матрицу

или доказать, что все её элементы равны ∞.

Процесс построения матрицы C∗ можно описать в терминах идемпотентной

алгебры. Для этого рассмотрим идемпотентное полукольцо с операциями

a⊕ b = max{a, b} и a⊗ b = ab. Тогда матрица C∗ определяется как

C∗ =
∞⊕
k=0

C•k = C ⊕ C•2 ⊕ . . .⊕ C•k ⊕ . . . , (1.2.17)

где под C•k понимается возведение матрицы C в степень n в идемпо-

тентном смысле, т.е. с заменой всех операций сложения на операцию ⊕.

Обозначим через C∗n частичную сумму ряда (1.2.17). Если для некоторых

n 6 T и t ∈ {1, . . . , T} величина C∗ntt превосходит единицу, то все элементы

матрицы C∗ равны ∞. В противном случае для вычисления суммы ряда

(1.2.17) достаточно ограничиться первыми T слагаемыми.

Систему (1.2.10) можно переписать в виде

λtCτt 6 λτ , ∀t, τ = 1, T . (1.2.18)

Если система (1.2.18) имеет положительное решение, то она эквивалентна

системе

λτC∗τt 6 λt, ∀t, τ = 1, T . (1.2.19)

Эта система имеет положительное решение тогда и только тогда, когда все

элементы матрицы C∗ конечны. В этом случае, в качестве решения систем
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(1.2.19) и (1.2.18) можно взять

λt = max{C∗tτ | τ ∈ {1, . . . , T}}. (1.2.20)

Имея решение {λt}Tt=1, можно определить индексную функцию спроса

Конюса-Дивизиа

F (X) = min{λτ 〈P τ , X〉 | τ ∈ {1, . . . , T}}. (1.2.21)

Соответствующая индексная функция цен Конюса-Дивизиа Q(P ) опреде-

ляется как преобразование Янга индексной функции спроса

Q(P ) = inf

{
〈P, X〉
F (X)

∣∣∣∣X > 0, F (X) > 0

}
. (1.2.22)

В [6] предлагается вычислять индексы спроса F (X t) и цен Q(P t) Конюса-

Дивизиа как

F (X t) = λt
〈
P t, X t

〉
, Q(P t) =

1

λt
. (1.2.23)

В работах [55, 68, 34] такой способ определения экономических индексов

был назван непараметрическим.

Связь между сильной и однородной сильной аксиомами выявленного пред-

почтения устанавливается в следующей теореме.

Теорема 6 ([35]). Следующие утверждения эквивалентны:

1) Торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1 удовлетворяет однородной

сильной аксиоме выявленного предпочтения.

2) Торговая статистика {(P t, µtX
t)}Tt=1 удовлетворяет сильной ак-

сиоме выявленного предпочтения для любого набора положитель-

ных µ1, . . . , µT .
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1.2.2. Анализ сегментированности товарных рынков с помощью

непараметрического метода

Понятие слабой отделимости в терминах торговых статистик определяется

аналогично понятию слабой отделимости в терминах обратных функций

спроса, которое дано в 1.1.3. Предположим, как и в 1.1.3, что все товары

разбиты на K + 1 непересекающихся подгрупп. Будем обозначать объёмы

потребления товаров k-ой подгруппы в период t через X t
k, а вектор цен

товаров k-ой подгруппы в период t через P t
k. Предположим, что торговые

статистики {(P t
k, X

t
k)}Tt=1 первых K подгрупп удовлетворяют однородной

сильной аксиоме выявленного предпочтения. Обозначим соответствующие

индексы спроса и цен Конюса-Дивизиа через Fk(X t
k) и Qk(P

t
k).

Теорема 7 ([6]). Если торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1 удовлетворя-

ет однородной сильной аксиоме выявленного предпочтения и индексы

спроса Конюса-Дивизиа могут быть представлены в виде

F (X t) = F0(F1(X
t
1), . . . , FK(X t

K), X t
K+1), (1.2.24)

то индексы цен Конюса-Дивизиа могут быть представлены в виде

Q(P t) = Q0(Q1(P
t
1), . . . , QK(P t

K), P t
K+1), (1.2.25)

где функция Q0(q
t
1, . . . , q

t
K , P

t
K+1) является оптимальным значением це-

левой функции в задаче оптимизации∑K
k=1 q

t
kYk +

〈
P t
K+1, XK+1

〉
F0(Y1, . . . , YK , XK+1)

→ inf, (1.2.26)

(Y1, . . . , YK , XK+1) ∈ RK+mK+1

+ , (1.2.27)

F0(Y1, . . . , YK , XK+1) > 0, (1.2.28)

а функции Qk(P
t
k) являются преобразованиями Янга функций Fk(X t

k)

Qk(P
t
k) = inf

{
〈P t

k, Xk〉
Fk(Xk)

∣∣∣∣Xk > 0, Fk(Xk) > 0

}
. (1.2.29)



43

Сформируем новую торговую статистику T̃ S = {(P̃ t, X̃ t)}Tt=1 из индексов

первых K подгрупп и элементов торговой статистики (K+1)-ой подгруппы,

определив цены P t и объёмы потребления X t как

P t = (Q1(P
t
1), . . . , QK(P t

K), P t
K+1), X t = (F1(X

t
1), . . . , FK(X t

K), X t
K+1).

(1.2.30)

Обозначим через TS торговую статистику всех товаров.

Следствие 4 ([6]). Если торговая статистика T̃ S удовлетворяет одно-

родной сильной аксиоме выявленного предпочтения, то торговая ста-

тистика TS также удовлетворяет однородной сильной аксиоме выяв-

ленного предпочтения, причём соответствующие индексы спроса F (X t)

и цен Q(P t) Конюса-Дивизиа могут быть представлены в виде

F (X t) = F0(F1(X
t
1), . . . , FK(X t

K), XK+1), (1.2.31)

Q(P t) = Q0(Q1(P
t
1), . . . , QK(P t

K), PK+1), (1.2.32)

где F0 и Q0 являются индексными функциями Конюса-Дивизиа, постро-

енными по торговой статистике T̃ S.

Следствие 4 показывает, что индексы Конюса-Дивизиа для группы, состо-

ящей из всех товаров, могут быть получены из индексов Конюса-Дивизиа

отделимых подгрупп. Отделимые подгруппы могут быть также разбиты на

группы товаров, для которых существуют индексы Конюса-Дивизиа. Та-

ким образом, формируется иерархия индексов, которую можно представить

в виде графа, вершинами которого являются товарные группы, а рёбра по-

казывают отношения отделимости товарных групп. Такой граф отражает

структуру потребительского спроса.

Опишем подробно процедуру проверки отделимости. Пусть требуется про-

верить, что подгруппа товаров является отделимой. Обозначим объёмы по-

требления и цены товаров этой погдруппы через X1,t и P 1,t соответственно,
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а объёмы потребления и цены остальных товаров через X2,t и P 2,t соответ-

ственно. Для проверки отделимости подгруппы товаров необходимо про-

верить, что торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1 рационализируема функцией

полезности F , которая может быть представлена в виде

F (X) = F0(F1(X
1,t), X2,t), (1.2.33)

причём функции F0 и F1 из одного класса Φ.

Для класса ΦH это означает, что торговая статистика статистика

{(P 1,t, X1,t)}Tt=1 во-первых, должна удовлетворять однородной сильной

аксиоме выявленного предпочтения, и, во-вторых, должны существовать

индексы Конюса-Дивизиа {(Q1,t, F 1,t)}Tt=1 такие, что торговая статистика

{((Q1,t, P 2,t), (F 1,t, X2,t))}Tt=1 (1.2.34)

удовлетворяет однородной сильной аксиоме выявленного предпочтения.

Первое требование можно проверить описанными в 1.2.1 методами с по-

мощью алгоритма Варшалла-Флойда. Для проверки второго требования на

текущий момент не известно формального алгоритма. Проверить выполне-

ние однородной сильной сильной аксиомы для торговой статистики (1.2.34)

можно также с помощью алгоритма Варшалла-Флойда. Трудности возни-

кают в связи с тем, что индексы Конюса-Дивизиа {(Q1,t, F 1,t)}Tt=1 определя-

ются через решение системы линейных неравенств (1.2.10), которая может

иметь несколько решений3. Поэтому, на практике в рамках непараметри-

ческого метода делается проверка выполнения однородной сильной акси-

омы для торговой статистики (1.2.34), где для расчета индексов Конюса-

Дивизиа используется решение системы (1.2.10), которое определяется с

помощью алгоритма Варшалла-Флойда, описанного в 1.2.1.

3Поскольку система однородная, всякое решение определено с точностью до мультипликативной кон-

станты. Однако, даже если отождествить все решения, отличающиеся мультипликативной константой, всё

равно возможно несколько решений.
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Для класса ΦG ситуация аналогична.

Теорема 8 ([92]). Следующие утверждения эквивалентны.

1) Торговая статистика {(P 1,t, X1,t)}Tt=1 рационализируема функцией

F , представимой в виде (1.2.33), где функции F0 и F1 из класса ΦG.

2) Существуют U t, V t, λt > 0, µt > 0 (t ∈ {1, . . . , T}), удовлетворяю-

щие системе неравенств

U t 6 U τ + λτ
〈
P 2,τ , X2,t −X2,τ

〉
+
λτ

µτ
(V t − V τ) t, τ = 1, T (1.2.35)

V t 6 V τ + µτ
〈
P 1,τ , X1,t −X1,τ

〉
t, τ = 1, T (1.2.36)

3) Торговые статистики {(P 1,t, X1,t)}Tt=1 и
{((

1
µt , P

2,t
)
, (V t, X2,t)

)}T
t=1

удовлетворяют сильной аксиоме выявленного предпочтения для

некоторых µt и V t, удолетворяющих неравенствам (1.2.36).

Эта теорема повторяет рассуждения, приведённые выше для клас-

са ΦH , с заменой индексов Конюса-Дивизиа {(Q1,t, F 1,t)}Tt=1 на величины{(
1
µt , V

t
)}T

t=1
.

В работе [47] доказывается NP-полнота задачи о проверке рационализи-

руемости торговой статистики функцией полезности F , представимой в

виде (1.2.33), где функции F0 и F1 из класса ΦG. Вопрос о классе сложно-

сти аналогичной задачи с заменой класса ΦG на класс ΦH на сегодняшний

день остается открытым.

1.3. Обобщённый непараметрический метод

Торговая статистика может не удовлетворять сильной или однородной

сильной аксиомам выявленного предпочтения. Это означает, что обрат-

ная задача для модели Парето не имеет решения. Один из подходов в
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таких случаях заключается в регуляризации обратной задачи, т.е. в ослаб-

лении её условий с помощью некоторых параметров регуляризации. Чтобы

применить этот подход к аксиомам выявленного предпочтения, введём до-

полнительный параметр в определение аксиом выявленного предпочтения.

Напомним определение отношения выявленного предпочтения, которое ис-

пользуется в формулировке сильной аксиомы выявленного предпочтения.

Это отношение определяется для торговой статистики {(P t, X t)}Tt=1 на мно-

жестве {X t}Tt=1 × {X t}Tt=1 и задаётся следующим оразом:

X tRXτ ⇔
〈
P t, X t

〉
>
〈
P t, Xτ

〉
. (1.3.1)

Рассмотрим также отношение выявленного предпочтения R(ω), задаваемое

следующим образом:

X tR(ω)Xτ ⇔
〈
P t, X t

〉
> ω

〈
P t, Xτ

〉
. (1.3.2)

Чем больше значение ω, тем меньше пар из {X t}Tt=1 × {X t}Tt=1 находятся в

отношении R(ω). Само отношенение выявленного предпочтения R совпа-

дает с R(1).

Если в определнии сильной аксиомы выявленного предпочтения вместо от-

ношения R использовать отношение R(ω), то мы приходим к следующему

определению.

Определение 6. Говорят, что торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1 удо-

влетворяет сильной аксиоме выявленного предпочтения с показате-

лем ω, если для любых t, t1, . . ., tk, τ таких, что〈
P t, X t

〉
≥ ω

〈
P t, X t1

〉
, (1.3.3)〈

P t1, X t1
〉
≥ ω

〈
P t1, X t2

〉
, (1.3.4)

. . . , (1.3.5)〈
P tk, X tk

〉
≥ ω

〈
P tk, Xτ

〉
, (1.3.6)
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выполнено

〈P τ , Xτ〉 ≤ ω
〈
P τ , X t

〉
. (1.3.7)

Чем выше значение ω, тем меньше последовательностей индексов t, t1, . . .,

tk, τ , удовлетворяющих неравенствам (1.3.3)–(1.3.6). С другой стороны,

чем выше значение ω, тем больше пар индексов t и τ , для которых выпол-

няется неравенство (1.3.7). Таким образом, с ростом значения ω требование

выполнения сильной аксиомы вывленного предпочтения с показателем ω

становится менее ограничительным, что повышает шансы произвольной

торговой статистики удовлетворить требованиям этой аксиомы.

Справедлива следующая теорема, частично обобщающающая теорему

Африата-Вериана (теорема 4 на стр. 37).

Теорема 9. Следующие утверждения эквивалентны.

1) Торговая статистика удовлетворяет сильной аксиоме выявлен-

ного предпочтения с показателем ω.

2) Существует решение {(U t, λt) | t ∈ {1, . . . , T}} системы линейных

неравенств

U t 6 U τ + λτω
〈
P τ , X t −Xτ

〉
t, τ = 1, T , (1.3.8)

λt > 0 t = 1, T . (1.3.9)

Доказательство. Докажем, что из 1) следует 2). Пусть есть торговая ста-

тистика {(P t, X t)}Tt=1. Определим максимальный временной индекс max(I)

некоторого множества I периодов из {1, . . . , T} как такой период t∗, что

для любого t ∈ I из X tR∗(ω)X t∗ следует X t∗R∗(ω)X t.

Рассмотрим следующий алгоритм, который строит наборы чисел {U t}Tt=1

и {λt}.

(1) Положим I = {1, . . . , T}, B = ∅.
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(2) Положим m = max(I).

(3) Положим E = {t ∈ I | X tR∗(ω)Xm}. Если B = ∅, положим Um =

λm = 1 переходим на шаг (6). В противном случае переходим на

шаг (4).

(4) Положим

Um = min
t∈E

min
τ∈B

min
{
U τ + λτ

(
ω
〈
P τ , X t

〉
− 〈P τ , Xτ〉

)
, U τ

}
. (1.3.10)

(5) Положим

λm = max
t∈E

max
τ∈B

max

{
U τ − Um

ω 〈P t, Xτ〉 − 〈P t, X t〉
, 1

}
. (1.3.11)

Корректность деления на ω 〈P t, Xτ〉− 〈P t, X t〉 обосновывается ниже.

(6) Положим U t = Um, λt = λm для всех t ∈ E.

(7) Положим I = I \ E, B = B ∪ E. Если I = ∅, завершаем работу

алгоритма. В противном случае, переходим на шаг (2).

Покажем, что если торговая статистика удовлетворяет сильной аксиоме

выявленного предпочтения с показателем ω, то получаемые в результате

выполнения описанного алгоритма значения {U t}Tt=1 и {λt}Tt=1 удовлетво-

ряют системе (1.3.8)–(1.3.9). Положительность λt очевидна. Покажем, что

после каждого выполнения шага (6) полученные значения U t и λt удовле-

творяют неравенствам (1.3.9). Для этого необходимо показать, что

(i) U t 6 U τ + λτ (ω 〈P τ , X t〉 − 〈P τ , Xτ〉) τ ∈ B, t ∈ E,

(ii) U τ 6 U t + λt (ω 〈P t, Xτ〉 − 〈P t, X t〉) τ ∈ B, t ∈ E,

(iii) U t 6 U τ + λτ (ω 〈P τ , X t〉 − 〈P τ , Xτ〉) t, τ ∈ E, t 6= τ .

Неравенства (i) следуют из определения Um и U t на шагах (4) и (6). Для

доказательства (ii) отметим, что ω 〈P t, Xτ〉 > 〈P t, X t〉 для всех τ ∈ B.

Действительно, если это не так, то X tR∗(ω)Xτ для некоторого τ ∈ B.

В таком случае, период t должен был попасть в множество B раньше



49

периода τ . Это приводит к противоречию с тем, что t ∈ E. Поэтому,

деление на ω 〈P t, Xτ〉 − 〈P t, X t〉 на шаге (5) корректно и

λt = λm >
U τ − U t

ω 〈P t, Xτ〉 − 〈P t, X t〉
τ ∈ B, t ∈ E.

Умножая на ω 〈P t, Xτ〉 − 〈P t, X t〉 и переставляя слагаемые, получаем не-

равенства (ii).

Для доказательства (iii) покажем, что если t и τ из E, то 〈P τ , Xτ〉 6

ω 〈P τ , X t〉. Предположим, что это не так. Тогда 〈P τ , Xτ〉 > ω 〈P τ , X t〉, что

противоречит выполнению сильной аксиомы с показателем ω. Действи-

тельно, из того, что t ∈ E, вытекает, что X tR∗(ω)Xm, а из того, что τ ∈ E,

следует XτR∗(ω)Xm, откуда, по определению m на шаге (2), следует, что

XmR∗(ω)Xτ . Поэтому, X tR∗(ω)Xτ и из сильной аксиомы с показателем ω

вытекает неравенство 〈P τ , Xτ〉 6 ω 〈P t, Xτ〉.

Для всех t и τ из E выполнено U t = U τ и λt = λm > 0. Поэтому, из

полученного неравенства 〈P τ , Xτ〉 6 ω 〈P t, Xτ〉 вытекают неравенства (iii).

Для доказательства того, что из 2) следует 1), рассмотрим наборы чисел

{U t}Tt=1 и {λt}Tt=1, удовлетворяющих неравенствам (1.3.8)–(1.3.9). Пусть це-

почка временных периодов t, t1, . . ., tk, τ такова, что〈
P t, X t

〉
> ω

〈
P t, X t1

〉
,〈

P t1, X t1
〉
> ω

〈
P t1, X t2

〉
,

. . . ,〈
P tk, X tk

〉
> ω

〈
P tk, Xτ

〉
.

Поскольку λt положительны, из этих неравенств и из (1.3.8) вытекает,

что U τ 6 U t. Отсюда следует, что 〈P τ , Xτ〉 6 ω 〈P τ , X t〉, что доказывает

выполнение сильной аксиомы с показателем ω. Теорема доказана.
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Метод проверки выполнения сильной аксиомы, описанный в 1.2.1, триви-

ально обощается для проверки выполнения сильной аксиомы с показате-

лем ω.

В определение однородной сильной аксиомы выявленного предпочтения

также можно ввести показатель ω, с помощью которого можно её ослабить.

Определение 7. Говорят, что торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1 удо-

влетворяет однородной сильной аксиоме выявленного предпочтения с

показателем ω, если для любых t1, . . . , tk выполнено

ωk
〈
P t1, X t2

〉 〈
P t2, X t3

〉
, . . .

〈
P tk, X t1

〉
>
〈
P t1, X t1

〉 〈
P t2, X t2

〉
. . .
〈
P tk, X tk

〉
. (1.3.12)

Из определения видно, что чем выше значение ω, тем больше цепочек вре-

менных индексов t1, . . ., tk, для которых выполняется неравенство (1.3.12).

Таким образом, как и в случае с сильной аксиомой выявленного пред-

почтения, с ростом значения ω требование выполнения однородной силь-

ной аксиомы выявленного предпочтения с показателем ω становится менее

ограничительным, что повышает шансы произвольной торговой статистики

удовлетворить требованиям этой аксиомы.

Справедлива следующая теорема, частично обобщающающая теорему 5.

Теорема 10 ([68]). Следующие утверждения эквивалентны.

1) Торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1 удовлетворяет однородной

сильной аксиоме выявленного предпочтения с показателем ω.

2) Существует положительное решение λt > 0 (t = 1, . . . , T ) системы

линейных неравенств

λt
〈
P t, X t

〉
≤ ωλτ

〈
P τ , X t

〉
, t, τ = 1, T . (1.3.13)
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Для проверки выполнения однородной сильной аксиомы и поиска реше-

ния системы (1.3.13) достаточно рассмотреть матрицу C(ω) индексов цен

Пааше с показателем ω, элементы которой задаются как

Cτt(ω) =
1

ω

〈P t, X t〉
〈P τ , X t〉

, (1.3.14)

и повторить выкладки, проведённые для матрицы C в 1.2.1.

Показатель ω играет роль регуляризирующего параметра. Поскольку при

регуляризации исходной задачи, не имеющей решения, мы стремимся по-

лучить задачу максимально близкую к исходной, вводится понятие пока-

зателя нерациональности торговой статистики.

Определение 8. Показателем нерациональности торговой статисти-

ки в классе ΦG называется минимальное значение показателя ω, при

котором торговая статистика удовлетворяет сильной аксиоме выяв-

ленного предпочтения с показателем ω.
Определение 9. Показателем нерациональности торговой статисти-

ки в классе ΦH называется минимальное значение показателя ω, при

котором торговая статистика удовлетворяет однородной сильной ак-

сиоме выявленного предпочтения с показателем ω.

Рассмотрим некоторую торговую статистику {(P t, X t)}Tt=1, показатель нера-

циональности в классе ΦH которой равен ωH > 1. Обозначим через {λt}Tt=1

положительное решение системы

λt
〈
P t, X t

〉
≤ ωHλ

τ
〈
P τ , X t

〉
, t, τ = 1, T , (1.3.15)

полученное с помощью метода решения системы (1.2.10), описанного

в 1.2.1. Используя это решение, определим обобщённые индексы Конюса-

Дивизиа спроса F (X t) и цен Q(P t) согласно тем же формулам (1.2.23), ко-

торые использовались для определения индексов Конюса-Дивизиа в 1.2.1,

т.е. как

F (X t) = λt
〈
P t, X t

〉
, Q(P t) =

1

λt
. (1.3.16)
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Такой метод определения экономических индексов в [68, 26] называется

обобщённым непараметрическим методом.

1.4. Прогнозирование с помощью аксиом выявленного предпочтения

1.4.1. Прогнозирование на основе торговой статистики

Рассмотрим некоторую торговую статистику TS = {(P t, X t)}Tt=1. С по-

мощью аксиом выявленного предпочтения можно решать две задачи про-

гнозирования – спрогнозировать объёмы потребления при заданных ценах

и спрогнозировать цены при заданных объёмах потребления. Поскольку

обе задачи имеют схожую идею решения, в данном разделе подробно опи-

сывается решение только первой задачи.

Пусть торговая статистика TS удовлетворяет сильной аксиоме выявлен-

ного предпочтения. Пусть дан некоторый вектор цен P , не совпадающий

ни с одним из векторов цен из торговой статистики TS. Тогда, как предло-

жено в [91], в качестве прогноза объёмов потребления при ценах P можно

взять множество KG
V (P ;TS) всех неотрицательных векторов X таких, что

объединённая торговая статистика TS ∪ {(P,X)} удовлетворяет сильной

аксиоме выявленного предпочтения.

Если торговая статистика TS удовлетворяет сильной аксиоме выявлен-

ного предпочтения с показателем ω, то в качестве прогноза объёмов по-

требления при ценах P можно взять множество KG
V (P ;TS, ω) всех неот-

рицательных векторов X таких, что объединённая торговая статистика

TS ∪ {(P,X)} удовлетворяет сильной аксиоме выявленного предпочте-

ния с показателем ω. При этом очевидно, что ранее введённое множес-

тво KG
V (P ;TS) совпадает с KG

V (P ;TS, 1).
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Для однородной сильной аксиомы выявленного предпочтения определе-

ние аналогично. Если торговая статистика TS удовлетворяет однородной

сильной аксиоме выявленного предпочтения с показателем ω, то в каче-

стве прогноза объёмов потребления при ценах P можно взять множество

KH
V (P ;TS, ω) всех неотрицательных векторов X таких, что объединённая

торговая статистика TS ∪ {(P,X)} удовлетворяет однородной сильной ак-

сиоме выявленного предпочтения с показателем ω.

Аналогичные рассуждения можно повторить для задачи прогнозиро-

вания цен при заданных объемах потребления. Введем по аналогии

с KH
V (P ;TS, ω) множество KH

P (X;TS, ω) как множество таких P ∈ Rm
++,

что объединенная торговая статистика TS ∪ {(P,X)} удовлетворяет

однородной сильной аксиоме выявленного предпочтения с показателем ω.

Множества KH
V (P ;TS, ω) и KH

P (X;TS, ω) при ω > 1 задаётся системой

линейных неравенств, как следует из следующей теоремы.

Теорема 11 ([7]). Пусть торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1 удовлетво-

ряет однородной сильной аксиоме выявленного предпочтения с показа-

телем ω > 1. Положим

C∗τt(ω) = max{ω−k−1Cτt1Ct1t2 . . . Ctkt | (t1, . . . , tk) ⊂ {1, . . . , T}k, k > 0}

(1.4.1)

и

γτ(P, ω) = min
t∈{1,...,T}

{
ω2

C∗tτ(ω)

〈P, X t〉
〈P t, X t〉

}
, (1.4.2)

σt(X,ω) = min
τ∈{1,...,T}

{
ω2

C∗tτ(ω)

〈P τ , X〉
〈P t, X t〉

}
(1.4.3)

где, как и ранее, Cτt – элементы матрицы индексов цен Пааше.
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Тогда

KH
V (P ;TS, ω) = {X ∈ Rm

+ | γτ(P, ω) 〈P τ , X〉 > 〈P, X〉 , τ ∈ {1, . . . , T}},

(1.4.4)

KH
P (X;TS, ω) = {P ∈ Rm

++ | σt(X,ω)
〈
P, X t

〉
> 〈P, X〉 , t ∈ {1, . . . , T}}.

(1.4.5)

Значения C∗τt(ω) вычисляются с помощью алгоритма Варшалла-Флойда за

O(T 3) операций. Эти значения не зависят от цен P , поэтому их нужно вы-

числять один раз для каждой торговой статистики и каждого значения ω

и далее применять для построения прогноза для произвольного вектора

цен P или вектора объемов потребления X. Величины γτ зависят от век-

тора P , однако они могут быть вычислены за O(T ) операций. Величины σt

зависят от вектора X, однако они вычисляются за O(T ) операций.

Для множества KG
V (P ;TS, ω) нет аналогичного представления ни для ка-

ких ω. Однако, в работе [91] получено аналитическое выражение для мно-

жества

KG
V (P ;TS, 1) ∩ {X ∈ Rm

+ | 〈P, X〉 = 1}, (1.4.6)

которое возникает, когда помимо цен мы фиксируем ещё и уровень расхо-

дов.

1.4.2. Прогнозирование на основе набора кривых Энгеля

В работе [44] рассматривается подход к решению задачи прогнозирова-

ния спроса на основе набора кривых Энгеля. Кривой Энгеля называется

зависимость q = q(e;P ) спроса от уровня расходов e при некотором фикси-

рованном векторе цен P .

Говорят, что конечный набор кривых Энгеля {qt(·;P t)}Tt=1 рационализиру-

ем в классе Φ, если для любого набора положительных уровней расходов
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{et}Tt=1 торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1, где X
t = qt(P t, et), рационализи-

руема в классе Φ.

Рассмотрим торговую статистику {(P t, X t)}Tt=1, удовлетворяющую однород-

ной сильной аксиоме выявленного предпочтения. Предположим дополни-

тельно, что кривые Энгеля, соответствующие ценам P t, являются одно-

значными функциями. Тогда, поскольку торговая статистика рационали-

зируется положительно-однородной функцией полезности, кривые Энгеля

являются лучами, т.е. задаются в виде qt(e;P t) = eX t. Поэтому, согласно

теореме 6, набор кривых Энгеля рационализируем в классе ΦG. Таким об-

разом, из рационализируемости торговой статистики {(P t, X t)}Tt=1 в клас-

се ΦH вытекает рационализируемость набора кривых Энгеля {qt(·;P t)}Tt=1

в классе ΦG при дополнительном предположение об однозначности кри-

вых Энгеля. Эквивалентность рационализируемости торговой статистики

{(P t, X t)}Tt=1 в классе ΦH и рационализируемости набора кривых Энгеля

{qt(·;P t)}Tt=1 в классе ΦH вытекает из инвариантности однородной сильной

аксиомы относительно изменения масштабов цен и объёмов потребления.

В работе [44] предлагается подход к прогнозированию спроса на осно-

ве строгой аксиомы выявленного предпочтения и набора кривых Энгеля.

Строгая аксиома выявленного предпочтения является более сильным тре-

бованием, чем сильная аксиома выявленного предпочтения. Для ее форму-

лировки также используется отношение транзитивное замыкание отноше-

ния выявленного предпочтения R∗, введённое в 1.2. Говорят, что торговая

статистика {(P t, X t)}Tt=1 удовлетворяет строгой аксиоме выявленного пред-

почтения, если для любой пары временных индексов t и τ из X tR∗Xτ и

X t 6= Xτ вытекает, что 〈P τ , Xτ〉 < 〈P τ , X t〉.

Пусть заданы конечный набор кривых Энгеля {qt(·;P t)}Tt=1, некоторый век-

тор цен P , не совпадающий ни с одим из векторов P 1, . . ., P T , и некоторый

уровень расходов e. Рассмотрим множества S(P, e, {et}Tt=1), содержащие все
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X ∈ Rm
+ такие, что 〈P, X〉 = e и торговая статистика

{(P t, qt(et;P
t))}Tt=1 ∪ {(P,X)} (1.4.7)

удовлетворяет строгой аксиоме выявленного предпочтения.

Если задан некоторый набор кривых Энгеля E = {qt(·;P t)}Tt=1, рационали-

зируемый в некотором классе Φ, то в качестве прогноза объёмов потребле-

ния при некотором векторе цен P , не совпадающим ни с одним из векторов

P 1, . . ., P T , и некотором уровне расходов e можно рассматривать множес-

тво K̃V = K̃V (P, e;E,Φ) всех X ∈ Rm
+ таких, что 〈P, X〉 = e и торговые

статистики

{(P t, qt(et;P
t))}Tt=1 ∪ {(P,X)} (1.4.8)

рационализируемы в классе Φ для всех наборов положительных уров-

ней расходов e1, . . ., eT . Для краткости, будем обозначать множества

K̃V (P, e;E,ΦH) и K̃V (P, e;E,ΦG) через K̃H
V (P, e;E) и K̃G

V (P, e;E) соответ-

ственно.

В работе [44] определяются специальные уровни расходов ẽt, исходя из

условий 〈
P, qt(ẽt)

〉
= e, (1.4.9)

и утверждается, что если спрос является слабо нормальным4, то для лю-

бого набора уровней расходов {et}Tt=1 справедливо включение

S(P, e, {ẽt}Tt=1) ⊆ S(P, e, {et}Tt=1). (1.4.10)

Введем по аналогии с множествами K̃H
V (P, e;E) и K̃G

V (P, e;E) множество

K̃S
V (P, e;E) как множество всех X ∈ Rm

+ таких, что 〈P, X〉 = e и торговые

4Это означает что для любого t ∈ {1, . . . , T} и любых двух уровней расходов e и e′ таких, что e > e′,

выполнено qt(e) > qt(e′).
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статистики

{(P t, qt(et;P
t))}Tt=1 ∪ {(P,X)} (1.4.11)

удовлетворяют строгой аксиоме выявленного предпочтения для всех набо-

ров положительных уровней расходов e1, . . ., eT . Тогда из (1.4.10) вытекает

K̃S
V (P, e;E) = S(P, e, {ẽt}Tt=1). (1.4.12)

Это равенство в общем случае неверно, что доказывает неправильность

включения (1.4.10). Для того, чтобы привести опровергающий контрпри-

мер, введём, по аналогии с S(P, e, {et}Tt=1), множество G(P, e, {et}Tt=1), со-

держащее все X ∈ Rm
+ такие, что 〈P, X〉 = e и торговая статистика

{(P t, qt(et;P
t))}Tt=1 ∪ {(P,X)} (1.4.13)

удовлетворяет сильной аксиоме выявленного предпочтения.

Рассмотрим группу из трёх товаров с кривыми Энгеля

q1(e;P 1) = (1, ε, ε)′e,

q2(e;P 2) = (ε, 1, ε)′e,

q3(e;P 3) = (ε, ε, 1)′e,

которые соответствуют ценам

P 1 = (2 1 4)′ ,

P 2 = (2 1 2)′ ,

P 3 = (2 2 1)′ .

Пусть наблюдаемые объёмы потребления X t соответствуют единичным

уровням расходов, т.е. X t = qt(1;P t). Поскольку кривые Энгеля зави-

сят ещё и от ε, то и наблюдаемые объёмы потребления X t тоже зави-

сят от ε. Поэтому, далее наблюдаемые объёмы потребления обозначаются

через X t(ε).
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Построим матрицу PX(ε) = (〈P t, Xτ(ε)〉)Tt,τ=1 всевозможных попарных ска-

лярных произведений векторов цен и наблюдаемых объёмов потребления.

Получаем следующую матрицу

PX(ε) =


2 + 5ε 1 + 6ε 4 + 3ε

2 + 3ε 1 + 4ε 2 + 3ε

2 + 3ε 2 + 3ε 1 + 4ε

 .

Если ε = 0, то отношение выявленного предпочтения R(0) задаётся матри-

цей

R(0) =


1 1 0

0 1 0

0 0 1

 .

Транзитивное замыкание R∗(0) отношения R(0) совпадает с ним, т.е.

R∗(0) = R(0). Можно показать, что торговая статистика {(P t, X t(0))}Tt=1

удовлетворяет однородной сильной аксиоме выявленного предпочтения.

Для упрощения дальнейших вычислений мы будем подробно рассматри-

вать случай ε = 0, что соответствует нулевым наблюдаемым объёмам

потребления. Торговая статистика {(P t, X t(0.5))}Tt=1 также удовлетворяет

однородной сильной аксиоме и все нижеследующие вычисления можно по-

вторить для ε = 0.5, что соответствует положительным объёмам потребле-

ния.

Будем строить множества прогнозов для цен P = (1, 1, 1)′ и уровня ра-

ходов e = 2. Специальные уровни расходов {ẽt}3
t=1, определяющиеся из

условий (1.4.9), в данном примере (при ε = 0) равны 2 для всех периодов

времени. Множество G(P, e, {ẽt}3
t=1) задаётся системой неравенств

X1 6 2− 3

2
X2 (1.4.14)

X3 = 2−X1 −X2 (1.4.15)

X1 > 0, X2 > 0. (1.4.16)
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Отсюда можно видеть, что G(P, e, {ẽt}3
t=1) является замыканием

S(P, e, {ẽt}3
t=1). Поэтому, если (1.4.12) верно, то

K̃G
V (P, e;E) = G(P, e, {ẽt}3

t=1). (1.4.17)

Поскольку кривые Энгеля являются лучами, множество KH
V (P, e;TS) =

KH
V (P ;TS, 1) ∩ {X ∈ Rm

+ | 〈P, X〉 = e} совпадает с K̃G
V (P, e;E).

Таким образом, из (1.4.12) вытекает равенство

KH
V (P, e) = G(P, e, {ẽt}3

t=1). (1.4.18)

Множество KH
V (P, e;TS) задаётся системой неравенств

X3 = 2−X1, (1.4.19)

X2 = 0, (1.4.20)

X1 > 0, X1 6 2. (1.4.21)

Сравнивая (1.4.19)-(1.4.21) с (1.4.19)-(1.4.21), мы видим, что мно-

жество KH
V (P, e;TS) является собственным подмножеством множества

G(P, e, {ẽt}3
t=1), что противоречит (1.4.18).

Если повторить все вычисления при ε = 0.5, то множество G(P, e, {ẽt}3
t=1)

будет задаваться системой

X1 6 1.75− 1.5X2

X2 6 1

X1 +X2 > 1

X3 = 2−X1 −X2

X1 > 0, X2 > 0,
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а множество KH
V (P, e;TS) будет задаваться системой

X1 6 1.75− 1.5X2

X2 6 0.625

X1 +X2 > 1

X3 = 2−X1 −X2

X1 > 0, X2 > 0.

Мы видим, что и в этом случае равенство (1.4.18) не выполняется. Это

доказывает неверность равенства (1.4.12).

1.5. Оценки класса сложности задачи проверки согласованности

торговой статистики с неоклассической моделью потребитель-

ского спроса с несколькими рациональными репрезентативны-

ми потребителями

Торговая статистика может не удовлетворять аксиомам выявленного пред-

почтения из-за неоднородности общества. Если совокупное потребление

представляет собой сумму потреблений нескольких социальных групп с

сильно различающимися предпочтениями, то обратные функции спроса не

могут быть рационализированы одной функцией полезности.

Естественным обобщением модели Парето является неоклассическая мо-

дель потребительского спроса, согласно которой совокупное потребление

складывается из потреблений нескольких репрезентативных потребителей,

каждый из которых является рациональным, т.е. принимает решение исхо-

дя из максимизации своей функции полезности при своем бюджетном огра-

ничении. Формально, в неоклассической модели потребительского спроса

совокупное потребление X при заданных ценах P определяется как сумма
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∑K
k=1X

k векторов Xk, каждый из которых является решением следующей

задачи

Fk(Y )→ max
Y>0

(1.5.1)

〈P, Y 〉 6 Ik, (1.5.2)

где Ik – совокупный доход k-ого репрезентативного потребителя.

Вопрос о проверке согласованности обратных функций спроса с нео-

классической моделью потребительского исследовался в работах [32, 33]

для положительно-однородных функций полезности и в работах [48, 49]

для более общего класса функций полезности, которые могут быть не

положительно-однородными. В этих же работах отмечена связь между ми-

нимальным количеством репрезентативных потреблителей, необходимым

для согласованности обратных функций спроса с неоклассической моде-

лью, и классом дифференциальной формы обратных функций спроса.

В терминах торговой статистики {(P t, X t)}Tt=1 задача проверки согласован-

ности экономических данных с неоклассической моделью потребительского

спроса с K репрезентативными потребителями ставится следующим обра-

зом: можно ли представить векторы совокупного потребления X t в виде

сумм

X t =
K∑
k=1

Xk,t (1.5.3)

неотрицательных векторов Xk,t таких, что торговые статистики

{(P t, X1,t)}Tt=1, . . . , {(P t, XK,t)}Tt=1 (1.5.4)

рационализируемы в некотором классе Φ. При этом, поскольку при анализе

спроса желательно описывать совокупный спрос в терминах наименьшего

числа переменных, естественно рассматривать вопрос о определении ми-

нимального значения K, при котором возможно представление (1.5.3) при

условии рационализируемости торговых статистик (1.5.4).
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Если в качестве класса Φ рассматривать класс ΦG, то вопрос о согла-

сованности торговой статистики {(P t, X t)}Tt=1 с неоклассической моделью

потребительского спроса сводится в вопросу о возможности разбить век-

торы потребления на суммы (1.5.3) так, чтобы торговые статистики (1.5.4)

удовлетворяли сильной аксиоме выявленного предпочтения. В работе [77]

доказано, что задача проверки согласованности торговой статистики с нео-

классической моделью потребительского спроса с двумя потребителями с

функциями полезности из класса ΦG является NP-полной.

Другим обобщением модели Парето на случай двух и более репрезента-

тивных потребителей является модель временного диктатора, рассмотрен-

ная в [46]. Сформулированное в [46] достаточное условие согласованности

торговой статистики с моделью временного диктатора, которое включает

в себя необходимые условия, равносильно тому, что торговую статистику

можно разбить на несколько торговых статистик по отдельным периодам

времени, каждая из которых удовлетворяет сильной аксиоме выявленного

предпочтения. Это приводит к следующему определнию согласованности

торговой статистики с моделью временного диктатора.

Определение 10. Говорят, что торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1 со-

гласуется с моделью временного диктатора с K диктаторами с функ-

циями полезности из класса Φ, если существуют функции F1, F2, . . .,

FK из класса Φ такие, что для каждого t из {1, . . . , T} существует k

из {1, . . . , K} такой, что Fk(X) 6 Fk(X
t) для всех X ∈ Rm

+ таких, что

〈P t, X〉 6 〈P t, X t〉.

Из определения следует, что торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1 согласуется

с моделью временного диктатора с K диктаторами с функциями полезнос-

ти из класса Φ тогда и только тогда, когда множество периодов времени

{1, . . . , T} можно разбить на K непересекающихся подмножеств T1, . . ., TK
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таких, что торговые статистики

{(P t, X t)}t∈T1, . . . , {(P t, X t)}t∈TK (1.5.5)

рационализируемы в классе Φ.

Вопрос о классе сложности задачи проверки согласованности торговой ста-

тистики впервые исследован в работе [54].

Теорема 12 ([54]). Задача проверки согласованности торговой стати-

стики {(P t, X t)}Tt=1 с моделью временного диктатора с K диктаторами

с функциями полезности из класса ΦG при K > 2 является NP-полной.

В диссертационном исследовании был получен аналогичный результат для

класса ΦH .

Теорема 13. Задача проверки согласованности торговой статисти-

ки {(P t, X t)}Tt=1 с моделью временного диктатора с K диктаторами

с функциями полезности из класса ΦH при K > 2 является NP-полной.

Для доказательства теоремы 13 рассмотрим следующие задачи.

Задача DAP(K): Заданы ориентированный граф G = (V,E) размера T и

натуральное число K > 2. Требуется определить, существует ли разбиение

множества V на s 6 K непересекающихся множеств V1, . . . , Vs такое, что

для любого j (j = 1, s) подграф Gj = (Vj, Ej), порождённый вершинами из

Vj, не содержит циклов.

Задача WAP(K): Заданы взвешенный граф G = (V,E) размера T с матри-

цей весов W ∈ RT×T , причём wtt = 0 для всех t (t = 1, T ), и натуральное

число K > 2. Требуется определить, существует ли разбиение множества

V на s 6 K непересекающихся множеств V1, . . . , Vs, такое, что для любо-

го j (j = 1, s) подграф Gj = (Vj, Ej), порождённый вершинами из Vj, не

содержит циклов отрицательной длины.
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Задача HARP(K): Заданы торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1 и натураль-

ное число K > 2. Требуется определить, существует ли разбиение множес-

тва {1, . . . , T} на s 6 K непересекающихся множеств T1, . . . , Ts такое, что

для любого j (j = 1, s) торговая статистика {(P t, X t)}t∈Tj удовлетворяет

однородной сильной аксиоме выявленного предпочтения.

Задача DAP(K) называется задачей ациклического разбиения ориентиро-

ванного графа.

Задача считается NP-полной, если она принадлежит классу NP и является

NP-трудной. Принадлежность классу NP означает, что задача может быть

решена за полиномиальное время недетерминированной машиной Тьюрин-

га. Недетерминированная машина Тьюринга может иметь несколько вари-

антов перехода из одного состояния. В этом случае ее следующее состо-

яние не определено. Считается, что если для некоторого состояния есть

несколько вариантов перехода в следующее состояние, то в этот момент

машина Тьюринга создаёт несколько своих копий, по одной на каждое

следующее состояние, и все эти копии продолжают выполнять тот же са-

мый набор инструкций. Последовательность переходов недетерминирован-

ной машины Тьюринга можно представить в виде дерева, отдельные ветви

которого соответствуют вычислениям одной копии машины Тьюринга. Бо-

лее подробные определения представлены в [61].

Очевидно, что задача HARP(K) принадлежит классу NP, поскольку её

можно решить, перебирая всевозможные разбиения и проверяя правиль-

ность каждого, а проверить правильность одного разбиения можно за

полиномиальное время с помощью алгоритма Варшалла-Флойда5. Пере-

бор всевозможных вариантов разбиения можно представить в виде дерева,
5Алгоритм Варшалла-Флойда использует арифметические операции над вещественными числами. При

рассуждениях о классах сложности P и NP, а также о полиномиальной сводимости задач здесь и далее

считается, что машина Тьюринга может выполнять арифметические опреции над вещественными числами

за ограниченное количество шагов.
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каждый путь от корня до листа которого соответствует конкретному разби-

ению. Этот перебор реализуется ветвлением процесса вычислений недетер-

минированной машины Тьюринга. Поэтому, задача HARP(K) может быть

решена недетерминированной машиной Тьюринга за полиномиальное вре-

мя.

NP-трудность задачи X означает, что любая задача из класса NP может

быть сведена к решению задачи X за полиномиальное время. Доказатель-

ство NP-трудности строится следующем образом. Для доказательства NP-

трудности задачи выбирается некоторая задача, NP-трудность которой уже

доказана, и сводится за полиномиальное время к задаче, NP-трудность

которой необходимо доказать. В качестве такой задачи рассматривается

задача DAP(K).

Мы сводим задачу DAP(K) к задаче WAP(K), тем самым доказывая

NP-трудность задачи WAP(K), а затем сводим задачу WAP(K) к задаче

HARP(K).

NP-полнота задачи DAP(K) для K > 2 утверждается в [61] (стр. 193),

однако доказательство не приводится. Доказательство NP-полноты задачи

DAP(2) можно найти, например, в [52]. Автору диссертационного иссле-

дования не удалось найти доказательства NP-полноты задачи DAP(K) для

K > 3, поэтому доказательство этого результата приводится ниже.

Предложение 1. Задача DAP(K) для K > 3 является NP-полной.

Доказательство. Рассмотрим задачу раскраски графа в K цветов.

COL(K): Заданы граф G(V,E), натуральное число K > 3. Требуется опре-

делить, существует ли правильная вершинная раскраска графа G в K цве-

тов.

NP-полнота задачи COL(K) для K > 3 доказана в [27].
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Задача DAP(K) принадлежит классу NP, поскольку она может быть ре-

шена перебором всевозможных разбиений множества V на K непересе-

кающихся подмножеств, а проверка ацикличности графов, порождённых

заданным разбиением множества вершин, может быть выполнена за поли-

номиальное время.

Сведём задачу COL(K) к задаче DAP(K) для K > 3.

Пусть есть граф G(V,E), натуральное число K > 3. Построим ориентиро-

ванный граф G̃ следующим образом. Рассмотрим множество вершин

Vc = {c1, . . . , cK}.

Эти вершины соответствуют цветам раскраски графа. Зададим множество

рёбер, соединяющих вершины из Vc друг с другом следующим образом:

Ec = {(ci, cj)} | i, j = 1, K, i 6= j}.

Таким образом, граф (Vc, Ec) является полным.

Каждая вершина cj ∈ Vc соединяется со всеми вершинами из множества V .

Обозначим множество соответствующих рёбер через Ej:

Ej = {(cj, v) | v ∈ V }.

Каждому ребру в графе G соответствует пара рёбер в графе G̃:

E ′ = ∪{u,v}∈E{(u, v), (v, u)}.

Граф G̃ задаётся следующим образом:

Ṽ = V ∪ Vc,

Ẽ = E ∪ Ec ∪ E ′ ∪
(
∪Kj=1Ej

)
,

G̃ = (Ṽ , Ẽ).
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Пусть функция f : V → {1, . . . , K} задаёт правильную раскраску графа G.

Тогда множества

Ṽj = {cj} ∪ {v ∈ V | f(v) = j}

задают разбиение множества вершин Ṽ , такое, что графы

G̃j = (Ṽj, Ẽj),

порождённые вершинами из Ṽj, не содержат циклов. Действительно, цик-

лов, не содержащих cj, быть не может, поскольку f задаёт правильную

вершинную раскраску. Циклов, содержащих cj быть не может, поскольку

в Ẽ нет рёбер вида (v, cj) для v ∈ V .

Пусть непересекающиеся множества Ṽ1, . . . , Ṽs, (s 6 K) задают разбиение

множества Ṽ , такое, что графы

G̃j = (Ṽj, Ẽj),

порождённые вершинами из Ṽj, не содержат циклов.

Каждая из вершин множества Vc должна быть хотя бы в одном из мно-

жеств Ṽ1, . . . , Ṽs. Ни одно из множеств Ṽ1, . . . , Ṽs не может содержать двух

вершин из множества Vc, поскольку в противном случае эти две вершины

образовывали бы цикл. Поэтому, s = K, и можно считать, что

Ṽj ∩ Vc = {cj}.

Зададим функцию f : V → {1, . . . , K} следующим образом:

f(v) = j : v ∈ Ṽj.

Поскольку в Ṽj нет циклов, среди вершин из Ṽj ∩ V нет вершин, соеди-

нённых ребром из E. Поэтому, f задаёт правильную вершинную раскраску

графа G.

Предложение доказано.
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Предложение 2. Задача WAP(K) для K > 2 является NP-полной.

Доказательство. Задача WAP(K) для K > 2 принадлежит классу NP, по-

скольку она может быть решена перебором всевозможных разбиений мно-

жества V на K непересекающихся подмножеств, а проверка отсутствия

циклов отрицательной длины в графах, порождённых заданным разбиени-

ем множества вершин, может быть выполнена за полиномиальное время с

помощью алгоритма Варшалла-Флойда.

Сведём задачу DAP(K) к задаче WAP(K). Пусть есть ориентированный

граф G = (V,E) размера T с матрицей инцидентности A ∈ {0, 1}T×T . Для

сведения задачи DAP(K) к задаче WAP(K) достаточно построить взвешен-

ный граф H = (V, Ẽ), такой, что в этом графе есть цикл отрицательной

длины, начинающийся и заканчивающийся в вершине v ∈ V тогда и толь-

ко тогда, когда в графе G есть цикл, начинающийся и заканчивающийся

в вершине v. При доказательстве достаточно ограничиться циклами без

повторяющихся вершин.

Определим матрицу весов W = (wtτ)
T
t,τ=1 следующим образом:

wtτ =


T + 1, если (vt, vτ) /∈ E,

0, если t = τ ,

−1, если (vt, vτ) ∈ E.

Пусть в графе G есть цикл

(vt1, vt2, . . . , vtk, vt1).

Это означает, что

(vt1, vt2) ∈ E, (vt2, vt3) ∈ E, . . . , (vtk−1, vtk) ∈ E, (vtk, vt1) ∈ E.

Следовательно,

wt1t2 = −1, wt2t3 = −1, . . . , wtk−1tk = −1, wtkt1 = −1,
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и

wt1t2 + wt2t3 + . . .+ wtk−1tk + wtkt1 = −k < 0.

Таким образом,

(vt1, vt2, . . . , vtk, vt1)

является циклом отрицательной длины в графе H.

Пусть в графе H есть цикл

(vt1, vt2, . . . , vtk, vt1)

отрицательной длины, т.е.

wt1t2 + wt2t3 + . . .+ wtk−1tk + wtkt1 < 0. (1.5.6)

Если последовательность вершин

(vt1, vt2, . . . , vtk, vt1)

не образует цикла в графе G, то один из весов

wt1t2, wt2t3, . . . , wtk−1tk, wtkt1

равен T +1. Поскольку рассматриваются только циклы без повторяющихся

вершин, k 6 T . Поэтому, сумма в (1.5.6) не может быть отрицательной.

Полученное противоречие доказывает, что последовательность вершин

(vt1, vt2, . . . , vtk, vt1)

образует цикл в графе G.

Предложение доказано.
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Доказательство теоремы 13. Сведём задачу WAP(K) к задаче

HARP(K). Проверка однородной сильной аксиомы для торговой ста-

тистики {(P t, X t)}Tt=1 равносильна проверкам неравенств

log

(
〈P t1, X t2〉
〈P t1, X t1〉

)
+ log

(
〈P t2, X t3〉
〈P t2, X t2〉

)
+ . . .+

log

(
〈P tk−1, X tk〉
〈P tk−1, X tk−1〉

)
+ log

(
〈P tk, X t1〉
〈P tk, X tk〉

)
> 0

для всех последовательностей различных индексов {t1, t2, . . . , tk} из

{1, . . . , T}.

Пусть есть взвешенный граф G = (V,E) размера T с матрицей весов W

из RT×T , причём wtt = 0 для всех t (t = 1, T ), и натуральное число K > 2.

Для сведения задачи WAP(K) к задаче HARP(K) достаточно построить

торговую статистику {(P t, X t)}Tt=1 так, что

log

(
〈P t, Xτ〉
〈P t, X t〉

)
= wtτ

для всех t, τ .

Построим такую торговую статистику для T товаров. Положим

P t
t = T + 1 t = 1, T

P t
τ = ε > 0 t, τ = 1, T , t 6= τ.

Обозначим через P ∈ RT×T матрицу, строками которой являются векто-

ры P t. Будем искать X t такие, что

〈
P t, Xτ

〉
= ewtτ , t, τ = 1, T (1.5.7)

X t ∈ Rm
+ \ 0 t = 1, T . (1.5.8)
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Система уравнений (1.5.7) распадается на T независимых систем

PXτ =


ew1τ

ew2τ

. . .

ewTτ

 .

При ε = 0 определитель матрицы P отличен от нуля. Однако, при ε = 0

векторы цен P t имеют нулевые элементы, что недопустимо. Однако, по-

скольку определитель матрицы P непрерывно зависит от ε, то при малых

ε > 0 этот определитель также отличен от нуля. Поэтому, для таких ε

существует P−1 и Xτ определяются однозначно:

Xτ = P−1


ew1τ

ew2τ

. . .

ewTτ

 .

Для завершения доказательства необходимо убедиться в выполнении усло-

вий (1.5.8). При ε = 0 Xτ > 0 для всех τ . Поскольку элементы обратной

матрицы непрерывно зависят от элементов исходной матрицы, существу-

ет ε > 0 такое, что векторы X t остаются положительными для всех τ .

Теорема 13 доказана.
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ГЛАВА 2

СРАВНЕНИЕ ЭФФЕКТИВНОСТИ АКСИОМ ВЫЯВЛЕННОГО

ПРЕДПОЧТЕНИЯ ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ СЕГМЕНТАЦИИ

ТОВАРНЫХ РЫНКОВ И ДЛЯ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ

2.1. Оценки вероятности выполнения аксиом выявленного предпоч-

тения на случайных товарных группах

В 1.2.2 было введено понятие слабой отделимости, а также была обсуж-

дена проблема проверки отделимости товарных групп. Товарных подгрупп,

отделимость которых может быть доказана, например методами, описан-

ными в 1.2.2, может оказаться много. В группе из m товаров может быть

до 2m − m таких товарных подгрупп, если исключать подгруппы, состоя-

щие из одного товара. Среди них могут оказаться осмысленные товарные

группы, которым можно приписать некоторое осмысленное название на ос-

новании состава этих групп, например, группа мясных продуктов. Однако,

среди них могут также оказаться и те группы, которые трудно интерпре-

тировать, поскольку они содержат очень разнородные товары, например,

отдельные виды мясных продуктов и некоторые виды одежды. Кроме то-

го, формализованного критерия проверки осмысленности товарной группы

нет, и решение об адекватности выделения той или иной группы товаров в

отдельный сегмент должен принимать человек, который не может проана-

лизировать большое количество товарных групп.

В связи с этим приобретает актуальность вопрос об алгоритмическом вы-

делении ограниченного количества товарных групп, которые могут высту-

пать в роли отдельных сегментов. Есть два класса функций полезности,

которые можно использовать для проверки отделимости товарных групп

и составления ограниченного списка товарных групп, которые по фор-
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мальным признакам могут образовывать отдельные сегменты в структу-

ре потребительского спроса. Очевидно, что если использовать однородную

сильную аксиому выявленного предпочтения, то проверку на отделимость

могут пройти не все подгруппы, удовлетворяющие сильной аксиоме выяв-

ленного предпочтения, поскольку однородная сильная аксиома является

более жестким ограничением. Для того, чтобы количественно сравнить,

насколько однородная сильная аксиома является более жестким условием,

чем сильная аксиома, были проведены численные эксперименты для оценки

вероятности выполнения двух аксиом выявленного предпочтения на слу-

чайно сформированных товарных подгруппах в зависимости от количества

товаров в этих подгруппах.

В численных экспериментах использовались две торговые статистики. Пер-

вая торговая статистика содержит данные о ценах и объёмах потребления

в Венгрии с 1975 по 1984 годы. В этой торговой статистике представлены

данные по 196 товарам ([71]). Эта торговая статистика исследовалась во

многих работах, в частности в [6, 26, 17]. Вторая торговая статистика со-

держит данные о ценах и объёмах потребления в Нидерландах с 1951 по

1977 годы ([73]). В этой торговой статистике представлены данные по 106

товарам. Эта торговая статистика исследовалась в [25].

Для торговой статистики Венгрии для каждого целого b от 3 до 193 ге-

нерировались 100 000 случайных товарных подгрупп размера b, т.е. со-

держащих b товаров. Товары выбирались из всех 196 товаров случайным

образом без повторений. Для всех прочих размеров случайных подгрупп

(2, 194, 195, 196) перебирались всевозможные товарные подгруппы, по-

скольку их меньше 100 000. Для каждого размера случайных товарных

групп оценивалась частота выполнения сильной и однородной сильной ак-

сиом выявленного предпочтения для сгенерированных товарных подгрупп.

Полученная в результате численного эксперимента зависимость частоты
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выполнения аксиом выявленного предпочтения от размера случайных под-

групп представлена на рисунке 2.1.
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Рис. 2.1. Частота выполнения аксиом выявленного предпочтения на слу-

чаных подгруппах торговой статистики Венгрии в зависимости от размера

случайной товарной подгруппы.

Из рисунка видно, что для любого размера случайных подгрупп частота

выполнения сильной аксиомы выявленного предпочтения близка к едини-

це. Это означает, что наугад выбранная товарная подгруппа с большой

вероятностью будет удовлетворять сильной аксиоме выявленного предпоч-

тения и окажется отделимой. Это не согласуется с представлениями о том,

что в структуре потребительского спроса не должно быть много отдель-

ных товарных сегментов и что наугад выбранная товарная подгруппа вряд

ли окажется осмысленной. Это также говорит о низкой информативности

факта выполнения сильной аксиомы выявленного предпочтения.

Для однородной сильной аксиомы зависимость другая. Видно, что для

групп относительно небольшого размера частота выполнения однородной

сильной аксиомы невысока. Это означает, что наугад выранная товарная
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подгруппа небольшого размера с большой вероятностю не будет удовле-

творять однородной сильной аксиоме и, как следствие, не окажется отде-

лимой. Это также говорит о высокой информативности факта выполнения

однородной сильной аксиомы для товарных групп небольного размера, что

повышает уверенность в том, что товарная группа, являющаяся отделимой

в классе ΦH , действительно представляет независимый сегмент в струк-

туре потребительского спроса, в котором существует тесная связь между

спросом и ценами на товары этой подгруппы.

Для подгрупп большего размера частота выполнения однородной сильной

аксиомы приближается к единице. Это можно оъяснить следующим об-

разом. Торговая статистика всех 196 товаров удовлетворяет однородной

сильной аксиоме. Если исключить небольшое количество товаров, то это

не приведёт к существенным изменениям в индексах цен Пааше, кото-

рые используются при проверке выполнения однородной сильной аксиомы.

Следовательно, это не приведёт к существенным изменениям в вероятнос-

ти выполнения однородной сильной аксиомы.

Для торговой статистики Нидерландов была проведена аналогичная проце-

дура. График зависимости частоты выполнения аксиом выявленного пред-

почтения от размера случайных подгрупп представлен на рисунке 2.2.

Графики получились похожими на графики на рисунке 2.1. Основные отли-

чия заключаются в том, что все частоты стали визуально ниже. Это объяс-

няется тем, что в торговой статистике Нидерландов более, чем в два раза

больше временных периодов, чем в торговой статистике Венгрии. Однако,

даже при таком увеличении количества периодов наблюдений, частота вы-

полнения сильной аксиомы по-прежнему остаётся довольно высокой даже

для подгрупп небольшого размера. Для случайных подгрупп, состоящих

более чем из 30 товаров, эта частота мало отличается от единицы.
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Рис. 2.2. Частота выполнения аксиом выявленного предпочтения на случа-

ных подгруппах торговой статистики Нидерландов в зависимости от раз-

мера случайной товарной подгруппы.

Заметно ниже стали частоты выполнения однородной сильной аксиомы.

Если для торговой статистики Венгрии частота выполнения однородной

сильной аксиомы становилась мало отличной от единицы уже для слу-

чайных подгрупп, содержащих 120 товаров, т.е. примерно 61% от количе-

ства всех товаров, то для торговой статистики Нидерландов эта частота

становится близкой к единице для случайных подгрупп, содержащих не

менее 100 товаров, т.е. примерно 94% от количества всех товаров. Это

является ещё более сильным подтверждением высокой информативности

факта выполнения однородной сильной аксиомы.

Подводя итог этих численных экспериментов, можно с уверенностью ска-

зать, что однородная сильная аксиома выявленного предпочтения является

более предпочтительным критерием для проверки отделимости товарных

подгрупп, поскольку выделяет существенно меньше отделимых товарных

подгрупп, что сокращает нагрузку на эксперта, проверяющего адекватность
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выделенных отделимых товарных подгрупп.

2.2. Оценки мощности тестов выполнения аксиом выявленного пред-

почтения

Этот раздел посвящён оценке мощности тестов выполнения аксиом выяв-

ленного предпочтения. Под мощностью в данном случае понимается ве-

роятность нарушения аксиом выявленного предпочтения на торговых ста-

тистиках, в которых отсутствует связь между объёмами потребления с

ценами. Такие торговые статистики создаются искусственно с помощью

разных алгоритмов. В [45], например, в качестве цен берутся фактиче-

ские цены, а в качестве объёмов потребления используются случайные

неотрицательные векторы, генерируемые независимо для каждого периода

времени. Недостатком этого подхода является то, что автор не учитывает

корреляцию в объёмах потребления за последовательные периоды време-

ни, которая наблюдается во временных рядах объёмов потребления. Это

делает генерируемые автором торговые статистики сильно отличающимися

от фактических данных.

В рамках диссертационного исследования предложен новый подход к оцен-

ке мощности тестов выполнения аксиом выявленного предпочтения. Пусть

есть некоторая торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1. Рассмотрим случайную

торговую статистику T̃ S = {(P̃ t, X t)}Tt=1, в которой в качестве объёмов

потребления используются фактические объёмы потребления X t, а цены

являются случайными. Цены отдельных товаров P̃ t
i являются случайным

процессом с таким распределением, что логарифмы отношения последова-

тельных цен

zti = log

(
P t
i

P t−1
i

)
(2.2.1)



78

являются авторегрессионным процессом AR(pi). Это означает, что случай-

ные величины zti удовлетворяют равенствам

zti = βi,0 +

pi∑
τ=1

βi,τz
t−τ
i + εi,t, t = pi + 2, T , (2.2.2)

zti = log

(
P t
i

P t−1
i

)
, t = 1, pi + 1, (2.2.3)

где εi,t являются независимыми одинаково распределенными случайными

величинами, имеющими нормальное распределение с нулевым средним и

дисперсией σ2
i . Цены разных товаров предполагаются независимыми.

Авторегрессионная модель позволяет учитывать зависимость величин zti

от их значений в предыдущих периодах времени. Параметры βi,τ и σ2
i ав-

торегрессионных моделей оцениваются методом наименьших квадратов по

фактическим ценам. Порядки pi авторегрессионных моделей подбираются

с помощью критерия Акаике (см., например, [64]).

Мощность тестов выполнения аксиомы выявленного предпочтения опреде-

ляется как вероятность того, что она выполняется для случайной торговой

статистики T̃ S. Для оценки этой вероятности генерируется B = 20 000

реализаций случайной торговой статистики T̃ S. Обозначим эти реализа-

ции через {T̃ Sb}Bb=1. Мощность ŴG теста выполнения сильной аксиомы

выявленного предпочтения определяется как частота нарушения сильной

аксиомы на торговых статистиках {T̃ Sb}Bb=1. Мощность ŴH теста выполне-

ния однородной сильной аксиомы выявленного предпочтения определяется

аналогично.

Целью данного исследования является оценка вероятности нарушения ак-

сиом выявленного предпочтения при отсутствии явной связи между объ-

ёмами потребления и ценами. При этом существенным является то, что

в исходной товарной группе, по которой строится исходная торговая ста-

тистика {(P t, X t)}Tt=1, есть сильная связь между объёмами потребления и
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спросом, т.е. группа может рассматриваться как отдельный сегмент. По-

этому, в качестве исходных товарных групп в рамках диссертационного

исследования использовались товарные группы торговой статистики Вен-

грии, выделенные статистической службой Венгрии и удовлетворяющие

однородной сильной аксиоме. Список этих групп вместе с оценками мощ-

ностей ŴG и ŴH приводится в таблице 2.1.

Таблица 2.1: Показатели мощности тестов выполнения аксиом выявленного

предпочтения.

Товарная группа ŴH ŴG

Мясо 0.99885 0.02425

То же + мясные продукты 0.99665 0.00300

То же + рыбные продукты 0.99590 0.00000

То же + масло и жир (без маргарина) 0.99615 0.00080

То же + маргарин 0.99665 0.00205

Пищевые продукты 0.99075 0.01945

То же + сладости + овощи и фрукты 0.97540 0.04835

То же + напитки 0.99555 0.31590

То же + табак 0.99565 0.37710

То же + одежда (без обуви) 0.99560 0.18590

То же + обувь 0.99690 0.10725

То же + жилищное обслуживание 0.99710 0.11835

То же + энергия в быту 0.99390 0.06625

То же + бытовое оснащение 0.99120 0.13135

То же + здравоохранение и гигиена 0.98975 0.10915

То же + транспорт и информация 0.99385 0.20065
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Таблица 2.1: Показатели мощности тестов выполнения аксиом выявленного

предпочтения (продолжение).

Товарная группа ŴH ŴG

То же + образование, культура, спорт,

отдых
0.99910 0.16085

Все товары 0.99820 0.11710

Фрукты 0.99980 0.29495

Напитки 0.99985 0.53080

То же + табак + одежда 0.99985 0.13670

То же + жилищное обслуживание 0.99985 0.37800

То же + энергия в быту 0.99970 0.36595

То же + бытовое оснащение 0.99910 0.24710

То же + здравоохранение и гигиена 0.99910 0.25350

То же + транспорт и информация 0.99965 0.13800

Одежда, жилищное обслуживание,

энергия в быту, бытовое оснащение,

здравоохранение

0.99630 0.01460

Амортизация личного жилья, энер-

гия в быту, бытовое оснащение,

здравоохранение и гигиена

0.98545 0.02960

Из этой таблицы видно, что показатели мощности теста выполнения од-

нородной сильной аксиомы лежат в интервале от 0.97540 до 0.99985 для

всех исследуемых товарных групп, что говорит об очень высокой мощности

этого теста. Для сильной аксиомы максимальная мощность равна 0.53080,

причём для большинства групп она значительно ниже 0.5. Распределение
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показателей мощности теста выполнения сильной аксиомы представлено в

виде гистограммы на рисунке 2.3.
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Рис. 2.3. Гистограмма распределения значений ŴG для товарных групп,

перечисленных в таблице 2.1. Высоты столбцов показывают количество

товарных групп, показатели ŴG которых попадают в соответствующие диа-

пазоны значений. Например, высота второго столбца равна 8. Это означает,

что у 8 товарных групп показатель ŴG лежит в интервале от 0.05 до 0.15.

Высокие показатели мощности теста выполнения однородной сильной ак-

сиомы говорят о том, что выполнение этой аксиомы для торговой стати-

стики некоторой товарной группы говорит о наличии сильной зависимо-

сти между ценами и объёмами потребления товарой этой группы, тогда

как сильная аксиома выявленного предпочтения может выполняться и для

групп, в которых нет зависимости между ценами и объёмами потребления.

Это является ещё одним аргументом в пользу выбора однородной силь-

ной аксиомы в качестве инструмента для анализа сегментации товарных

рынков.
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2.3. Оценки размеров прогнозных множеств, построенных с по-

мощью аксиом выявленного предпочтения

В 1.4.1 описаны методы прогнозирования с помощью аксиом выявленного

предпочтения на основе торговой статистики. В результате применения

описанных методов получается прогнозное множество, состоящее в общем

случае из более, чем одного вектора. Одной из характеристик этого мно-

жества является его размер, который зависит как от количества временных

периодов торговой статистики, так и от выбранной аксиомы вывленного

предпочтения. Чем больше размер прогнозного множества, тем менее оно

полезно на практике, поскольку даёт мало информации о величинах, ко-

торые необходимо спрогнозировать. Для оценки влияния выбора аксиомы

выявленного предпочтения на размер прогнозного множества был проведён

численный эксперимент.

Рассмотрим некоторую торговую статистику TS = {(P t, X t)}Tt=1 и построим

случайную торговую статистику T̃ S = {(P̃ t, X t)}Tt=1, в которой объёмы по-

требления взяты из исходной торговой статистики TS, цены первых T − 1

периодов также взяты из исходной торговой статистики, т.е. P̃ t = P t для t

от 1 до T − 1, а цены в период времени T являются случайным вектором,

имеющим равномерное распределение на неотрицательной части единич-

ной сферы {P ∈ Rm
+ | ‖P‖ = 1}. В качестве оценок размеров прогноз-

ного множества при прогнозировании цены в период T , соответствующей

объёму потребления XT , используются вероятности PG и PH выполнения

аксиом выявленного предпочтения – сильной и однородной сильной соот-

ветственно.

Для оценок вероятностей PG и PH используется метод Монте-Карло. Ге-

нерируются 100 000 реализаций случайной торговой статистики T̃ S. В

качестве оценок P̂G и P̂H вероятностей PG и PH используются частоты
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выполнения сильной и однородной сильной аксиомам выявленного пред-

почтения на сгенерированных торговых статистиках. Описанная процеду-

ра применялась к торговым статистикам товарных групп, приведённых в

таблице 2.1. Полученные оценки P̂G и P̂H представлены в таблице 2.2.

Таблица 2.2: Показатели оценок размеров множеств прогнозов.

Товарная группа P̂H P̂G

Мясо 0.3673 0.4515

То же + мясные продукты 0.29239 0.76349

То же + рыбные продукты 0.2763 0.71422

То же + масло и жир (без маргарина) 0.26541 0.44701

То же + маргарин 0.26906 0.43762

Пищевые продукты 0.27244 1

То же + сладости + овощи и фрукты 0.20612 0.54206

То же + напитки 0.13977 0.30826

То же + табак 0.15899 1

То же + одежда (без обуви) 0.17967 0.38646

То же + обувь 0.1813 0.33246

То же + жилищное обслуживание 0.17606 0.27887

То же + энергия в быту 0.17104 0.28093

То же + бытовое оснащение 0.1535 1

То же + здравоохранение и гигиена 0.15713 1

То же + транспорт и информация 0.15538 1

То же + образование, культура, спорт,

отдых
0.15969 1

Все товары 0.16237 1

Фрукты 0.20574 0.42853
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Таблица 2.2: Показатели оценок размеров множеств прогнозов (продолже-

ние).

Товарная группа P̂H P̂G

Напитки 0.10804 0.31209

То же + табак + одежда 0.21383 0.61266

То же + жилищное обслуживание 0.1856 0.39121

То же + энергия в быту 0.1728 0.21486

То же + бытовое оснащение 0.14919 1

То же + здравоохранение и гигиена 0.14919 1

То же + транспорт и информация 0.1324 1

Одежда, жилищное обслуживание,

энергия в быту, бытовое оснащение,

здравоохранение

0.20401 1

Амортизация личного жилья, энер-

гия в быту, бытовое оснащение,

здравоохранение и гигиена

0.16386 1

Из полученных результатов видно, что для большинства рассмотренных

товарных групп частота выполнения сильной аксиомы близка к единице.

Это означает, что соответствующие прогнозные множества мало отлича-

ются от тривиального прогнозного множества – неотрицательной части

единичной сферы {P ∈ Rm
+ | ‖P‖ = 1}, – и не дают практически никакой

дополнительной информации о ценах. Это приводит к тому, что подход к

прогнозированию цен с помощью сильной аксиомы практически неприго-

ден для прогнозирования цен. Прогнозные множества, построенные с по-

мощью однородной сильной аксиомы, имеют существенно меньший размер,
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что говорит о более узком диапазоне для прогнозируемых цен. Это делает

подход к прогнозированию цен с помощью однородной сильной аксиомы

пригодным для практики прогнозирования цен.
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ГЛАВА 3

ИССЛЕДОВАНИЕ ЭКОНОМИЧЕСКИХ ДАННЫХ В РАМКАХ

НЕОКЛАССИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ПОТРЕБИТЕЛЬСКОГО СПРОСА

С ДВУМЯ РАЦИОНАЛЬНЫМИ РЕПРЕЗЕНТАТИВНЫМИ

ПОТРЕБИТЕЛЯМИ

3.1. Исследование бюджетной статистики Великобритании

В 1.5 было отмечено, что задачи проверки торговой статистики на согласо-

ванность с неоклассической моделью потребительского спроса с функция-

ми полезности из класса ΦG являются NP-полными уже для случая двух

репрезентативных потребителей. Основная сложность заключается в раз-

делении совокупного объёма потребления на объёмы потребления отдель-

ных репрезентативных потребителей. Одним из путей преодоления этой

сложности является использование более детальной информации о потре-

бительском поведении домашних хозяйств. Примером такой более деталь-

ной информации является бюджетная статистика.

Бюджетная статистика содержит данные о ценах и потреблении набора

товаров отдельными домашними хозяйствами. Для получения таких дан-

ных несколько домашних хозяйств ведут дневники расходов, в которые

записывают свои расходы на каждый товар из выделенной группы. В рам-

ках диссертационной работы был проведён анализ бюджетной статистики

Великобритании. Эта статистика была собрана в ходе опроса домашних

хозяйств Family Expenditure Survey в период с 1975 по 1999. Каждый год

для участия в опросе отбиралось около 7 000 домашних хозяйств. Каж-

дое из опрошенных домашних хозяйств записывало расходы по 68 кате-

гориям товаров в течение двух недель. Данные о распределении расходов

на эти товары, а также различные социально-демографические характе-
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ристики домашних хозяйств, участвовавших в опросе, доступны в виде

онлайн-приложения к работе [44]. Цены рассматриваемых категорий това-

ров, представляющие собой индексы, выражающие стоитмости товаров в

ценах 1975 года, были предоставлены авторами работы [44] по личному

запросу.

Если сложить объемы потребления всех домашних хозяйств по каждой

категории товаров за каждый год, то получается агрегированная торговая

статистика, содержащая цены и агрегированное потребление группы то-

варов. Эта торговая статистика не удовлетворяет однородной сильной ак-

сиоме выявленного предпочтения. Для того, чтобы эффективно проверить

согласованность торговой статистики с неоклассической моделью потреби-

тельского спроса с двумя потребителями, необходимо сделать предположе-

ние о разделении совокупного потребления между двумя репрезентативны-

ми потребителями. Для этого был проведён анализ динамики неравенства

распределения расходов домашних хозяйств, участвовавших в опросе.

Для сравнения неравенства в расходах домашних хозяйств в начале и

в конце рассматриваемого периода, были построены кривые Лоренца для

1975 и 1999 годов. Кривая Лоренца показывает распределение расходов

домашних хозяйств и позволяет оценить степень неравенства распределе-

ния расходов. Исходными данными для построения кривых Лоренца яв-

ляются данные о расходах домашних хозяйств. Пусть есть N домашних

хозяйств. Обозначим расходы домашнего хозяйства i через Ii. Будем счи-

тать, что домашние хозяйства упорядочены по возрастанию расходов, т.е.

I1 6 I2 6 . . . 6 IN . Обозначим совокупные расходы всех домашних хо-

зяйств через I. Введём также величины

Si =

∑i
j=1 Ii

I
.
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Кривая Лоренца строится по набору точек

(0, 0),

(
1

N
,S1

)
,

(
2

N
,S2

)
, . . . ,

(
N − 1

N
,SN−1

)
, (1, 1).

Кривая Лоренца всегда лежит не выше прямой, соединяющей точки (0, 0)

и (1, 1), и совпадает с ней только при равномерном распределении расходов

населения. Удвоенная площадь фигуры, заключенной между этой прямой

и кривой Лоренца, называется коэффициентом Джини. Этот индекс пока-

зывает степень неравенства распределения расходов населения.

Кривые Лоренца для 1975 и 1999 годов представлены на рисунке 3.1. Из

рисунка видно, что неравенство распределения расходов населения в 1999

году выше, чем в 1975 году. Были также вычислены коэффициенты Джини

за каждый год. График коэффициента Джини представлен на рисунке 3.2.

Из графика видно, что в период между 1983 и 1989 годами в Великобрита-

нии наблюдался сильный рост неравенства распределения расходов домаш-

них хозяйств. Это наблюдение позволило выдвинуть гипотезу о том, что

в рассматриваемый период в Великобритании формировалась новая груп-

па более богатых домашних хозяйств, потребительское поведение которых

сильно отличалось от поведения остальных домашних хозяйств. Из-за это-

го агрегированная торговая статистка не согласуется с моделью Парето и

необходимо рассматривать более общую неоклассическую модель потре-

бительского спроса с двумя репрезентативными потребителями, которые

разделяются по некоторому уровню расходов. Предположение о том, что

репрезентативные потребители должны разделяться именно уровнем рас-

ходов, является дополнительным модельным предположением.

Для проверки согласованности агрегированной торговой статистики с нео-

классической моделью с двумя репрезентативными потребителями при ука-

занном модельном предположении все домашние хозяйства в каждом году
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Рис. 3.1. Кривые Лоренца, построенные по данным о расходах домашних

хозяйств в 1975 и 1999 годах.

Рис. 3.2. Коэффициенты Джини в Великобритании по годам, построенные

по данным о расходах домашних хозяйств.

были разбиты на 100 страт по уровням расходов. Агрегированная торго-

вая статистика за период с 1975 по 1987 удовлетворяет однородной силь-

ной аксиоме выявленного предпочтения. При добавлении наблюдений за



90

1988 год, агрегированная торговая статистика перестает удовлетворять од-

нородной сильно аксиоме выявленного предпочтения. Однако, если исклю-

чить потребление одного процента наиболее богатых1 домашних хозяйств

в 1988 году, то агрегированная торговая статистика удовлетворяет одно-

родной сильной аксиоме.

При добавлении агрегированного потребления за 1989 год, агрегирован-

ная статистика перестает удовлетворять однородной сильной аксиоме. Для

того, чтобы она удовлетворяла однородной сильной аксиоме достаточно

исключить из данных за 1989 потребление двух процентов наиболее бога-

тых домашних хозяйств. При этом, торговая статистика, сформированная

из потребления одного процента наиболее богатых домашних хозяйств в

1988 году и двух процентов наиболее богатых домашних хозяйств в 1989

году, также удовлетворяет однородной сильной аксиоме. Таким образом,

вся агрегированная статистика за период с 1975 по 1989 оказывается раз-

бита на две торговые статистики, удовлетворяющие однородной сильной

аксиоме. Первая торговая статистика содержит потребления большинства

домашних хозяйств. Вторая содержит потребление нескольких процентов

наиболее богатых домашних хозяйств.

Таким образом, если ограничиваться периодом с 1975 по 1989 годы, то

можно говорить о выделении двух групп домашних хозяйств. Потребле-

ние первой группы определяется совокупным потреблением большинства

домашних хозяйств, исключая, как описано выше, потребление несколь-

ких процентов наиболее богатых домашних хозяйств. Будем называть эту

группу основной. Потребление второй группы складывается из совокупно-

го потребления тех наиболее богатых домашних хозяйств, которые были

исключены в 1988 и 1989 годах. Будем называть вторую группу группой
1Здесь и далее в этом разделе под наиболее богатыми домашними хозяйствами понимаются домашние

хозяйства с наибольшими расходами среди всех домашних хозяйств, принимавших участие в опросе Family

Expenditure Survey
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наиболее богатых домашних хозяйств.

При добавлении последующих периодов ситуация повторяется. Если к тор-

говой статистике основной группы добавить совокупное потребление всех

домашних хозяйств за 1990 год, то получающаяся при это торговая ста-

тистка не удовлетворяет однородной сильной аксиоме. Однако, если к тор-

говой статистике основной группы добавить потребление всех домашних

хозяйств, исключая потребление двух процентов наиболее богатых домаш-

них хозяйств, то получающаяся торговая статистика удовлетворяет одно-

родной сильной аксиоме. При этом, если добавить потребление двух про-

центов наиболее богатых домашних хозяйств в торговую статистику груп-

пы наиболее богатых домашних хозяйств, то получается торговая стати-

стика, удовлетворяющая однородной сильной аксиоме.

При добавлении последующих периодов проводилась аналогичная проце-

дура. Сначала к торговой статистике основной группы добавлялось сово-

купное потребление всех домашних хозяйств за один год. Это приводило

к нарушению однородной сильной аксиомы. Из совокупного потребления

исключалось потребление такого количества выделенных ранее страт на-

иболее богатых домашних хозяйств, чтобы торговая статистика основной

группы удовлетворяла однородной сильной аксиоме, и при этом, чтобы тор-

говая статистика группы наиболее богатых домашних хозяйств с добавле-

нием потребления исключаемых из основного класса домашних хозяйств

также удовлетворяла однородной сильной аксиоме.

С каждым годом количество страт, которые необходимо было выделить в

группу наиболее богатых домашних хозяйств, не убывало. Для последнего

из рассматриваемых периодов, т.е. для 1999 года, необходимо отделить 4%

наиболее богатых домашних хозяйств от основной группы. Зависимость

доли домашних хозяйств по уровням расходов, которые были отнесены к

основной группе, от года представлена на рисунке 3.3.
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Рис. 3.3. Доля домашних хозяйств, начиная с наименее богатых, которая

входит в состав основной группы.

Таким образом, удалось разделить агрегированную торговую статистику на

две торговые статистики, удовлетворяющие однородной сильной аксиоме.

Это говорит о том, что агрегированная торговая статистика согласуется с

неоклассической моделью потребительского спроса с двумя репрезентатив-

ными потребителями с функциями полезности из класса ΦH . То, что раз-

мер группы наиболее богатых домашних хозяйств со временем не убывает

согласуется со сформулированной ранее гипотезой о том, что в Велико-

британии в рассматриваемый период формировался новая группа наиболее

богатых домашних хозяйств, образ жизни которых сильно отличается от

образа жизни остальных домашних хозяйств.

Для сравнения двух выделенных групп были рассчитаны индексы спроса

Конюса-Дивизиа для этих двух групп. Графики полученных индексов пред-

ставлены на рисунке 3.4. Из графиков видно, что индекс спроса группы на-

иболее богатых домашних хозяйств сильно растет, демонстрируя более чем

двухкратное увеличение за 11 лет, несмотря на то, что в концу рассмат-
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риваемого периода эта группа составляет всего 4% домашних хозяйств.

Индекс спроса основной группы при этом колеблется вокруг фиксирован-

ного уровня.
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Рис. 3.4. Индексы спроса на все товары для двух выделенных групп.

Для сравнения расходов двух групп был построен график доли расходов

группы наиболее богатых домашних хозяйств в совокупных расходах всех

анализируемых домашних хозяйств. График представлен на рисунке 3.5.

Эта доля очень быстро растет и поднимается до 12% в 1999 году. Этот гра-

фик показывает, что расходы группы наиболее богатых домашних хозяйств

очень велики по сравнению с расходами основной группы, что согласуется

с высоким коэффициентом Джини в 1999 году.

Для сопоставления структур потребления двух выделенных групп все то-

вары и услуги были разбиты на 4 товарные группы:

1) Продукты питания;
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Рис. 3.5. Доля расходов группы наиболее богатых домашних хозяйств.

2) Одежда и обувь;

3) Аренда, энергия, ремонт и связь;

4) Транспорт и развлечения.

Торговые статистики этих товарных групп для каждой из выделенных

групп домашних хозяйств не удовлетворяют однородной сильной аксиоме.

Поэтому, для этих товарных групп были вычислены обобщенные индексы

спроса Конюса-Двизиа с помощью описанного в 1.3 обобщенного непа-

раметрического метода. Эти индексы использовались для расчета средней

доли потребления товаров каждой из товарных групп.

Опишем метод расчета средних долей потребления товаров из нескольких

товарных групп. Пусть задана некоторая торговая статистика {(P t, X t)}Tt=1.

Обозначим индексы спроса на все товары и на товары из группы i через F t
0

и F t
i . Средняя доля потребления товаров из группы i оценивается как

si =

∑T
t=1

F ti
F t0∑4

j=1

∑T
t=1

F tj
F t0

. (3.1.1)
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Средние доли потребления по четырем товарным группам для выделен-

ных групп домашних хозяйств представлены в таблице 3.1. Основное от-

личие между двумя группами домашних хозяйств заключается в соотно-

шении средних долей потребления товаров из групп «Продукты питания»

и «Транспорт и развлечения». У группы наиболее богатых домашних хо-

зяйств потребление товаров из группы «Транспорт и развлечения» пример-

но в два раза выше, чем потребление товаров из группы «Продукты пита-

ния». Для основной группы домашних хозяйств средние доли потребления

товаров из этих двух товарных групп почти совпадают.

Таблица 3.1. Средние доли потребления по товарным группам.

Товарная группа Основная группа Группа наиболее богатых

Продукты питания 0.27161 0.17737

Одежда и обувь 0.12294 0.093739

Аренда, энергия, ремонт и связь 0.30658 0.34376

Транспорт и развлечения 0.29887 0.38513

Рассматриваемый в бюджетной статистике Великобритании период закан-

чивается 1999 годом. На рисунке 3.6 представлен график коэффициента

Джини c 1977 по 2016. Данные взяты с официально сайта офиса нацио-

нальной статистики Великобритании2. Этот график отличается от графика,

приведенного на рисунке 3.2 потому, что, во-первых, использовались дан-

ные о доходах, а не о расходах, и, во-вторых, данные получены по другим

домашним хозяйствам. Однако, по форме этот график в период с 1977 по

1999 похож на график на рисунке 3.2. В частности, на нем виден рост

неравенства распределения доходов примерно в тот же период – с 1983

по 1989. Видно, что с 2000 года коэффициент Джини начал медленно

2https://www.ons.gov.uk/peoplepopulationandcommunity/personalandhouseholdfinances/

incomeandwealth/datasets/householddisposableincomeandinequality
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снижаться, что говорит о снижении неравенства распределения доходов.

Представляет интерес продолжение данного исследования на период по-

сле 1999 года с целью изучения последующей динамики в размере группы

наиболее богатых домашних хозяйств.

Рис. 3.6. Коэффициент Джини, рассчитанный офисом национальной ста-

тистики Великобритании.

3.2. Исследование торговой статистики фондового рынка Китая

Бюджетная статистика, пример исследования которой рассмотрен в разде-

ле 3.1, доступна не так часто, как торговая статистика. В случае, когда

имеется торговая статистика без порождающей её бюджетной статистики,

которая не согласуется с моделью Парето, необходимы другие модельные

предположения для того, чтобы можно было исследовать эту статистику с

точки зрения неоклассической модели потребительского спроса.

Летом 2015 года индексы фондовых бирж Китая показали резкий спад.

Статистику фондовых рынков также можно исследовать с помощью обоб-
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щенного непараметрического метода. В качестве векторов потребления

выступают векторы объемов торгов. Поэтому, индексы спроса Конюса-

Дивизиа в этом разделе называются индексами объема. Пример иссле-

дования торговой статистики фондовых рынков представлен в работе [18].

Для сравнения динамики мирового рынка акций и рынка китайских акций

были рассчитаны обощенные индексы объема и цен Конюса-Дивизиа для

всех акций, включая акции китайских бирж, и отдельно для акций китай-

ских бирж. Использовались месячные данные об объемах торгов и ценах,

полученные по дневным данным об объемах торгов и ценах закрытия.

Графики рассчитанных индексов представлены на рисунках 3.7 и 3.8. На

графике индекса объема на рисунке 3.7 виден рост волатильности индекса,

начиная с конца 2014 года, тогда как мировой индекс показывает стабиль-

ную динамику. На графике индекса цен на рисунке 3.8 видно, что индекс

китайского рынка начинает расти с конца 2014 года, отрываясь от индекса

мирового фондового рынка. Видно также, что этот рост заканчивается к

лету 2015 года, а после него начинается резкий спад. Этот спад был так-

же отражен в резком падении индексов фондовых бирж Китая летом 2015

года.

Также была исследована динамика показателя нерациональности3. Для

этого были рассчитаны показатели нерациональности для мирового и ки-

тайского фондовых рынков методом скользящего окна с шириной 12 меся-

цев. Было рассмотрено несколько временных окон, шириной 12 месяцев,

которые сдвигались с шагом в один месяц. На каждом шаге временное

окно выделяет 12 подряд идущих периодов времени. По торговым стати-

стикам китайского и мирового рынков за эти периоды вычислялись пока-

затели нерациональности. Такой подход позволяет исследовать временную

3Здесь и далее в этом разделе под показателем нерациональности понимается показатель нерациональ-

ности в классе ΦH
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Рис. 3.7. Индексы объема для китайского и мирового фондовых рынков.
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Рис. 3.8. Индексы цен для китайского и мирового фондовых рынков.

динамику показателя нерациональности.

Графики показателей нерациональности, рассчитанных описанным мето-

дом, представлены на рисунке 3.9. По оси абсцисс откладываются правые

границы периодов, за которые рассчитаны показатели нерациональности.

На графике виден резкий рост показателя нерациональности для китай-
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ского фондового рынка в конце 2014 года. Резкий рост приходится на

декабрь 2014. Это означает, что показатель нерациональности фондово-

го рынка Китая по данным за 2014 год сильно вырос по сравнению с

показателем за период с декабря 2013 по ноябрь 2014. Показатели нера-

циональности мирового фондового рынка не показывают никаких резких

скачков.
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Рис. 3.9. Показатели нерациональности, рассчитанные методом скользя-

щего окна. По оси абсцисс откладываются правые границы периодов, за

которые рассчитаны показатели нерациональности.

Эти наблюдения позволяют заключить, что в конце 2014 года что-то из-

менилось в состоянии фондового рынка Китая и это изменение привело к

кризису летом 2015 года. Для того, чтобы исследовать этот кризис был

проведен анализ торговой статистики Китая за период с января 2014 по

август 2015 с помощью обобщенного непараметрического метода. Исследо-

вание проводилось в рамках представления о том, что все участники торгов

на фондовом рынке могут быть разделены на два класса – основные ин-

весторы и высокочастотные трейдеры. Основные инвесторы воспринимают

акции как услуги по росту дохода. Они довольно редко меняют состав сво-
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его портфеля, поскольку рассчитывают не только на рост стоимости акций,

но и на выплату дивидендов. Предполагается, что при постоянных предпо-

чтениях поведение основных инвесторов описывается моделью Парето.

Высокочастотные трейдеры покупают и продают акции, чтобы получить

быструю прибыль на краткосрочных колебаниях цен акций. Для них акции

являются инструментом быстрой прибыли. Они очень часто меняют свой

портфель. Высокочастотные трейдеры разделяются на профессиональных

и непрофессиональных. Профессиональные трейдеры покупают и продают

акции на основе тщательного анализа состояния компаний. Непрофесси-

ональные трейдеры используют свою интуицию. Надо отметить, что осо-

бенностью фондового рынка Китая в анализируемый период является очень

высокая доля индивидуальных инвесторов, большинство из которых явля-

ются непрофессиональными трейдерами. Летом 2015 года, как отмечено

в [86], доля индивидуальных инвесторов составляла 85%.

Прежде чем пакет акций перейдёт от одного основного инвестора к дру-

гому, он пройдёт через некоторое количество высокочастотных трейдеров.

Количество таких промежуточных переходов зависит как от акции, так и

от состояния фондового рынка в целом. Поскольку мы наблюдаем общие

объёмы торгов, куда входят объёмы торгов как основных инвесторов, так и

высокочастотных трейдеров, торговая статистика фондового рынка Китая

не удовлетворяет однородной сильной аксиоме.

Для того, чтобы подтвердить такую точку зрения на причины нарушения

однородной сильной аксиомы на торговой статистике фондового рынка Ки-

тая, был проведен численный экперимент, похожий на описанный в 2.2.

По торговой статистике фондового рынка Китая с месячными данными за

период с января 2014 по август 2015 была составлена случайная торговая

статистика. Объемы торгов этой статистики совпадают с фактическими, а

цены задаются случайным процессом, описаным в 2.2. Было сгенерировано
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100 000 реализаций этой случайной торговой статистики. Среднее значе-

ние логарифма показателя нерациональности по сгенерированным торго-

вым статистика составляет 0.28. Это намного выше, чем значение логариф-

ма показателя нерациональности фактической торговой статистики Китая

с января 2014 по август 2015, которое равно 0.049. На рисунке 3.10 пред-

ставлена гистограмма значений логарифма показателя нерациональности

для сгенерированных торговых статистик, на которой также отмечено зна-

чение логарифма показателся нерациональности для фактической торговой

статистики. Из этой гистограммы видно, что показатели нерационально-

сти случайной торговой статистики как правило значительно выше, чем

показатель нерациональности фактической торговой статистики. Посколь-

ку случайная торговая статистика сформирована так, что цены не зависят

от объемов торгов, полученные результаты говорят о том, что между фак-

тическими ценами и объемами торгов существует сильная связь, хотя тор-

говая статистика не согласуется идеально с моделью Парето. Это говорит

о том, что нарушение однородной сильной аксиомы на торговой статистике

фондового рынка Китая может объясняться небольшими искажениями в

объемах торгов, вызванных активностью высокочастотных трейдеров.

Существует некоторый уровень показателя нерациональности, который ха-

рактеризует нормальное состояние фондового рынка Китая. В периоды

кризисов активность высокочастотных трейдеров возрастает и показатель

нерациональности превосходит свой нормальный уровень.

Для того, чтобы определить уровень показателя нерациональности, ха-

рактерный для нормального режима функционирования фондового рынка

Китая, были исследованы графики логарифма показателя нерационально-

сти, построенные описанным выше методом скользящего окна по дневным,

недельным и месячным данным с января 2009 по август 2015 с разными

временными окнами. Примеры полученных графиков представлены на ри-
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Рис. 3.10. Гистограмма значений логарифма показателей нерационально-

сти сгенерированных торговых статистик. Вертикальной жирной линией

отмечено значение логарифма фактической торговой статистики фондового

рынка Китая.

сунках 3.11–3.13. В результате анализа этих графиков был сделан вывод

о том что логарифм показателя нерациональности для нормального состо-

яния фондового рынка Китая составляет 0.035. Обозначим это значение

через Ω∗ и будем далее называть его нормальным уровнем логарифма по-

казателя нерациональности. Логарифм показателя нерациональности тор-

говой статистики с января 2014 по август 2015 равен 0.049, что превышает

нормальный уровень логарифма показателя нерациональности.

Активность высокочастотных трейдеров может возрасти и в том случае,

если они спрогнозируют будущее изменение предпочтений основных инве-

сторов. В этом случае, они будут вести себя так, как вели бы себя основ-

ные инвесторы с изменившимися предпочтениями. Это приводит к тому,

что в некоторый период на рынке присутствуют два типа инвесторов, по-

ведение каждого из которых описывается моделью Парето, но с разными

функциями полезности.
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Рис. 3.11. Логарифмы показателей нерациональности, рассчитанные мето-

дом скользящего окна по месячным данным с шириной окна 18 месяцев.
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Рис. 3.12. Логарифмы показателей нерациональности, рассчитанные мето-

дом скользящего окна по недельным данным с шириной окна 78 недель.
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Рис. 3.13. Логарифмы показателей нерациональности, рассчитанные мето-

дом скользящего окна по дневным данным с шириной окна 31 день.

Для дальнейшего анализа необходимо было выделить те периоды, которые

приводят к росту логарифма показателя нерациональности сверх нормаль-

ного уровня. Однако один показатель нерациональности торговой стати-

стики не позволяет этого сделать.

Показатель нерациональности позволяет оценить степень несогласованно-

сти торговой статистики с моделью Парето в целом. Согласно теореме

Африата-Вериана, торговая статистика удовлетворяет однородной сильной

аксиоме тогда и только тогда, когда существует положительное решение

системы

λtCτt 6 λτ , t, τ = 1, T (3.2.1)

относительно λt, где Cτt индексы цен Пааше, определенные в 1.2.1. Разре-

шимость этой системы равносильна разрешимости системы

cτt 6 µτ − µt, t, τ = 1, T , (3.2.2)
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относительно µt, где cτt = log(Cτt). Эта система получается логарифмиро-

вание обеих частей неравенств (3.2.1), переобозначением log(λt) через µt и

перестановкой слагаемых.

Нарушение однородной сильной аксиомы равносильно неразрешимости си-

стемы (3.2.2). Введение показателя нерациональности можно рассматри-

вать как регуляризацию системы (3.2.2) в равномерной метрике, которая

заключается в определении невязки

min
µ1,...,µT

max
{yτt>0|

∑T
t=1

∑T
τ=1 yτt=1}

yτt(cτt + µt − µτ). (3.2.3)

Значение невязки (3.2.3) совпадает с оптимальным значение целевой фун-

кции в следующей задаче линейного программирования

ζ → min (3.2.4)

ζ > cτt + µt − µτ t, τ = 1, T (3.2.5)

ζ > 0, (3.2.6)

а также со значением логарифма показателя нерациональности торговой

статистики.

Двойственной к задаче (3.2.4)–(3.2.6) является задача о максимальном

среднем цикле

T∑
τ=1

T∑
t=1

cτtxτt → max (3.2.7)

T∑
t=1

xτt =
T∑
t=1

xtτ τ = 1, T (3.2.8)

T∑
t=1

T∑
τ=1

xτt 6 1. (3.2.9)

Регуляризация в равномерной метрике приводит к одному регуляризующе-

му параметру. В целях выделения периодов времени, приводящих к росту
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логарифма показателя нерациональности сверх нормального уровня, мож-

но рассматривать обобщение задачи (3.2.4)–(3.2.6), в котором вводятся

показатели нерациональности для пар периодов времени:

T∑
τ=1

T∑
t=1

ζτt → min (3.2.10)

ζτt > cτt + µt − µτ , t, τ = 1, T (3.2.11)

ζτt > 0. t, τ = 1, T (3.2.12)

Задача (3.2.10)–(3.2.12) осуществляет регуляризацию в «интегральной

метрике» и имеет двойственную

T∑
τ=1

T∑
t=1

cτtxτt → max (3.2.13)

T∑
t=1

xτt =
T∑
t=1

xtτ , τ = 1, T (3.2.14)

0 6 xτt 6 1. t, τ = 1, T (3.2.15)

Задача (3.2.13)–(3.2.15) является задачей о максимальном потоке.

Можно также дополнительно обощить задачу (3.2.10)–(3.2.12) введением

величины логарифма показателя нерациональности, характерного для нор-

мального режима финкционирования фондового рынка Китая Ω∗:

T∑
τ=1

T∑
t=1

ζτt → min (3.2.16)

ζτt > cτt − Ω∗ + µt − µτ , t, τ = 1, T (3.2.17)

ζτt > 0. t, τ = 1, T (3.2.18)

В такой постановке решения ζτt интерпретируются как логарифмы показа-

телей нерациональности для пар периодов сверх нормального уровня Ω∗.

Двойственная задача к задаче (3.2.16)–(3.2.18) определяется следующим
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образом:

T∑
τ=1

T∑
t=1

(cτt − Ω∗)xτt → max (3.2.19)

T∑
t=1

xτt =
T∑
t=1

xtτ , τ = 1, T (3.2.20)

0 6 xτt 6 1. t, τ = 1, T (3.2.21)

Среди решений задачи (3.2.19)–(3.2.21) есть такое решение {x∗tτ}, что x∗tτ ∈

{0, 1}. Это решение может быть представлено в виде ориентированного

графа, вершины которого соответствуют периодам времени, а рёбра соот-

ветствуют тем парам (t, τ), для которых x∗tτ = 1. Такое решение позволяет

выделить наиболее несогласованные пары периодов.

Для анализируемой торговой статистики получается граф, представленный

на рисунке 3.14. Из графа исключены все вершины, которые не входят в

состав ни одного ребра. На графе отсутствуют обозначения направления,

поскольку для каждой пары периодов (t, τ), образующей ребро в графе,

пара (τ, t) также образует ребро. Поэтому, каждое из показанных ребер на

самом деле соответствуют двум ребрам, имеющим противоположные на-

правления. Видно, что граф является двудольным. Первую долю образуют

периоды

1. январь 2014;

2. февраль 2014;

3. март 2014.

Вторую долю образуют периоды

1. декабрь 2014;

2. январь 2015;

3. март 2015;
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Рис. 3.14. Граф, построенный по решению задачи (3.2.19)–(3.2.21).

4. апрель 2015.

Исключение из торговой статистики периодов одной из долей приводит к

снижению логарифма показателя нерациональности до уровня ниже Ω∗.

Получается, что рост логарифма показателя нерациональности сверх нор-

мального уровня вызван несогласованностью двух выделенных групп пе-

риодов.

Для дальнейшего анализа были выделены четыре месяца из второй доли,

которые разбивают анализируемый период на два временных интервала –

с января по ноябрь 2014 и с мая по август 2015. Торговая статистика каж-

дого из этих временных интервалов имеет показатель нерациональности

не выше нормального уровня Ω∗.

Было выдвинуто предположение, что в некоторые профессиональные высо-

кочастотные трейдеры спрогнозировали будушее изменение предпочтений

основных инвесторов. Это привело к тому, что в течение некоторого пе-

риода времени эти высокочастотные трейдеры вели себя как основные ин-

весторы с изменившимися предпочтениями, при этом основные инвесторы
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продолжали вести торги в соответствии со своими старыми предпочтени-

ями. По-видимому, это происходило в период с декабря 2014 по апрель

2015. В этот период поведение инвесторов можно описать как взаимодей-

ствие двух репрезентативных потребителей. Один репрезентативный по-

требитель соответствует основным инвесторам со старыми предпочтения-

ми, а второй – профессиональным высокочастотным трейдерам, которые

вели себя как основные инвесторы с новыми предпочтениями.

Поскольку торговые статистики до и после выделенных периодов имеют

логарифмы показателей нерациональности ниже Ω∗, предполагается, что

в периоды до выделенных месяцев у основных инвесторов были посто-

янные предпочтения и их поведение описывалось моделью Парето. После

выделенных месяцев предпочтения основных инвесторов изменились. Их

поведение также описывается моделью Парето, но с другой функцией по-

лезности.

Для подтвержения описанной выше гипотезы о присутствии двух репре-

зентативных потребителей в период с декабря 2014 по апрель 2015, необ-

ходимо представить объёмы торгов X t за каждый месяц в этом периоде

в виде суммы X1,t + X2,t так, чтобы пару (P t, X1,t) можно было присо-

единить к торговой статистике с января по ноябрь 2015, а пару (P t, X2,t)

присоединить к торговой статистике с мая по август 2015, и при этом

чтобы логарифмы показателей нерациональности полученных статистик не

превосходили нормального уровня.

Для решения этой задачи рассмотрим следующую задачу. Пусть даны две

торговые статистики TSmain, TSaux, вектор объёмов торгов X t и соответ-

ствующий вектор цен P t. Требуется найти проекцию X̂ t вектора X t на

множество прогнозов объёмов торгов KH
V (P t;TSmain, eΩ∗), построенное по

торговой статистике TSmain, так, чтобы остаток от проекции X t−X̂ t лежал

в множестве прогнозов объёмов торгов KH
V (P t;TSaux, eΩ∗), построенном по
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торговой статистике TSaux.

Формально, задача ставится следующим образом:

‖X t − Z‖2 → min
Z

(3.2.22)

Z ∈ KH
V (P t;TSmain, eΩ∗) (3.2.23)

X t − Z ∈ KH
V (P t;TSaux, eΩ∗) (3.2.24)

Ограничения (3.2.23)–(3.2.24) линейные, поскольку множества

KH
V (P t;TSmain, eΩ∗) и KH

V (P t;TSaux, eΩ∗) (3.2.25)

задаются системами линейных неравенств, как было отмечено в 1.4. По-

этому задача (3.2.22)–(3.2.24) является задачей кваратичного программи-

рования с выпуклой целевой функцией. Для её решения разработаны эф-

фективные численные методы. В данной работе использовалась реализация

алгоритма решения задачи квадратичного программирования в библиоте-

ке ALGLIB4.

Задача (3.2.22)–(3.2.24) решает задачу о разбиении вектора объёмов торгов

для одного периода. Для проверки гипотезы эта задача была решена для

вектора объёмов торгов за декабрь 2014. При этом, поскольку предполага-

лось, что в начале переходного периода преобладали торги основных инве-

сторов со старыми предпочтениями, в качестве торговой статистики TSmain

выступала торговая статистика за период с января по ноябрь 2014.

Получив решение Ẑ2014−12 задачи (3.2.22)–(3.2.24) для объёма торгов за

декабрь 2014, я добавил пару (P 2014−12, Ẑ2014−12) к торговой статистике с

января по ноябрь 2014, а пару (P 2014−12, X2014−12− Ẑ2014−12) к торговой ста-

тистике с мая по август 2015. Таким образом были получены две новые

торговые статистики. Одна с января по декабрь 2014, вторая за декабрь

4http://www.alglib.net/
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2014 и за период с мая по август 2015. Обозначим эти торговые ста-

тистики через TS left,1 и TSright,1. По построению, логарифмы показателей

нерациональности этих двух торговых статистик равны Ω∗.

Далее, задача (3.2.22)–(3.2.24) решалась для объёмов торгов за ян-

варь 2015. При этом, в качестве торговой статистики TSmain выступала

статистика TS left,1, а в качестве торговой статистики TSaux выступала

статистика TSright,1. Эта задача имеет единственное решение Ẑ2015−01.

Пары

(P 2015−01, Ẑ2015−01) и (P 2015−01, X2015−01 − Ẑ2015−01)

были добавлены к торговым статистикам TS left,1 и TSright,1 соответственно,

в результате чего были получены статистики TS left,2 и TSright,2.

Для оставших двух периодов – марта и апреля 2015 – были применены

аналогичные действия. Отличие заключается только в том, что в качестве

торговой статистики TSmain выступала торговая статистика, содержащая

периоды с мая по август 2015, поскольку предполагалось, что к концу

переходного периода преобладали торги основных инвесторов с новыми

предпочтениями.

В результате были получены две торговые статистики TS left,4 и TSright,4.

Первая содержит периоды с января 2014 по апрель 2015, за вычетом фев-

ралая 2015. Вторая содержит периоды с декабря 2014 по август 2015, также

за вычетом февраля 2015. Февраль 2015 не был выделен на этапе выбо-

ра периодов для дальнейшего анализа, поскольку он не приводит к росту

логарифма показателя нерациональности сверх нормального уровня Ω∗.

Объёмы торгов за февраль 2015 вместе с ценами за тот же период мож-

но целиком добавить и к статистике TS left,4 и к статистике TSright,4, при

этом логарифмы показателей нерациональности останутся на уровне Ω∗.
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Это также означает, что объём торгов за февраль 2015 X2015−02 можно

разложить на сумму

αX2015−02 + (1− α)X2015−02

для произвольного α ∈ [0, 1], причём торговые статистики

TS left,4 ∪ {(P 2015−02, αX2015−02)}

и

TSright,4 ∪ {(P 2015−02, (1− α)X2015−02)}

будут иметь логарифмы показателей нерациональности равные Ω∗.

Таким образом, удалось доказать согласованность анализируемой торго-

вой статистики с неоклассической моделью с двумя репрезентативными

потребителями в обобщённосм смысле, т.е. с некоторым показателем нера-

циональности, который превосходит единицу. Первый репрезентативный

потребитель соответствует основным инвесторам со старыми предпочтени-

ями и существует с января 2014 по апрель 2015. Второй репрезентативный

потребитель соответствует основным инвесторам с новыми предпочтения-

ми и существует с декабря 2014 по август 2015. Это подтверждает выдви-

нутую ранее гипотезу о природе кризиса на фондовом рынке Китая.

Для более детального анализа мы попытались выделить те акции, из-за

торгов которых выделенные ранее четыре месяца оказываются несогласо-

ванными с остальными периодами. Для этого была поставлена задача вы-

делить наименьшее количество акций таких, что корректировкой объёмов

торгов этих акций можно понизить логарифм показателя нерационально-

сти всей торговой статистики до нормального уровня. Для этого использо-

вались задачи проектирования на множества прогнозов объёмов торгов и

цен, которые являются задачами квадратичного программирования.
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Поскольку необходимо определить наименьшее количество акций, объе-

мы торгов которых необходимо корректировать, рассматривалась также

задача частичного проектирования объема торгов X на множество про-

гнозов KH
V (P ;TS, ω). Пусть задано некоторое множество акций I. Зада-

ча частичного проектирования объема торгов X на множество прогнозов

KH
V (P ;TS, ω) с помощью акций из множества I ставится следующим об-

разом:

‖X − Y ‖2 → min
Y

(3.2.26)

Y ∈ KH
V (P ;TS, ω), (3.2.27)

Yi = Xi (i /∈ I). (3.2.28)

Ограничения (3.2.28) линейные, поэтому эта задача также является зада-

чей квадратичного программирования. Следует отметить, что задача ча-

стичного проектирования может не иметь решения.

Обозначим множество выделенных четырёх периодов через T ∗. Для поиска

минимального числа акций, объемы торгов которых необходимо корректи-

ровать, использовалась следующая процедура

(1) Положим TS = {(P τ , Xτ)}τ∈{1,...,T}\T ∗, T− = T ∗.

(2) Если T− = ∅, переходим к шагу (6).

(3) Положим t = min{T−} (минимальный период времени определяется

по хронологическому порядку).

(4) Определяем проекцию P̂ t вектора цен P t на множество прогнозов

KH
P (X t;TS, eΩ∗).

(5) Добавляем пару (P̂ t, X t) к торговой статистике TS, положим T− =

T− \ {t}, переходим к шагу (2).

(6) Конец процедуры.
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В результате применения описанной процедуры получаются векторы про-

екций P̂ t цен в периоды из множества T ∗. По этим проекциям рассчитыва-

лись относительные разности между фактическими ценами и их проекци-

ями для отдельных акций

P t
i − P̂ t

i

P t
i

. (3.2.29)

По этим относительным разностям формировались разные наборы акций с

наибольшими значениями относительных разностей (3.2.29). Целью анали-

за было выделение наименьшего количества акций, корректировкой объе-

мов торгов которых в периоды из множества T ∗ можно было понизить лога-

рифм показателя нерациональности до уровня ниже Ω∗. Чтобы проверить,

что корректировкой объемов торгов некоторого набора акций I только в

периоды из множества T ∗ можно понизить значение логарифма показателя

нерациональности торговой статистики до уровня ниже Ω∗, применялась

описанная выше процедура из шести шагов, в которой шаги (4) и (5) за-

менены на следующие шаги

(4)’ Определяем частичную проекцию X̂ t вектора X t на множество про-

гнозов KH
V (P t;TS, eΩ∗) с помощью акций из множества I.

(5)’ Добавляем пару (P t, X̂ t) к торговой статистике TS, положим T− =

T− \ {t}, переходим к шагу (2).

Если на некоторой итерации не удается определить проекцию вектора X t

на шаге (4)’, то считает, что набор акций I не прошел проверку.

Удалось выделить 30 акций с наибольшими разностями (3.2.29), которые

проходят описанную проверку. В результате перебора различных комбина-

ций этих акций удалось выделить одну акцию, которая проходит проверку.

Это акция компании CITIC Securities, ведущего инвестиционного банка

Китая. Корректировкой объемов торгов только этой акции и только в пе-

риоды из множества T ∗ можно получить торговую статистику, логарифм
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показателя нерациональности которой не превосходит Ω∗. Скорректирован-

ные векторы объемов потребления задаются векторами X̂ t, определяемыми

на шаге (4)’.

Маловероятно, что причиной кризиса является одна компания. Поэтому,

CITIC Securities интерпретируется как репрезентативный представитель

всего сектора инвестиционных банков, действия с акциями которых спро-

воцировали кризис на фондовом рынке Китая.

На рисунке 3.15 представлен график дневных цен закрытия акций CITIC

Securities. Жирными линиями выделены части графика, которые приходят-

ся на выделенные четыре месяца. Анализ этого графика позволяет полее

детально описать кризис на фондовом рынке Китая. Цены акций CITIC

Securities в послекризисный период устанавливаются на более высоком

уровне, чем в докризисное время. Профессиональные трейдеры правильно

прогнозируют это изменение и начинают покупать акции CITIC Securities

и других инвестиционных банков. Это приводит к небольшому росту цен

на эти акции. Этот рост отмечают непрофессиональные трейдеры, которые

тоже начинают покупать эти акции. Их действия приводят к неадекватно-

му росту цен. При этом, многие непрофессиональные трейдеры используют

короткие продажи под залог самих акций.

Ближе к началу резкого спада цен, эти акции стоили неоправданно дорого.

Профессиональные трейдеры, закупившие их по низкой цене и знающие,

что их цена будет существенно ниже, начинают их распродавать. Это при-

водит к резкому падению цен. Непрофессиональные трейдеры, видя, что

цены начали снижаться, начали распродавать свои акции, чтобы миними-

зировать потери. Это привело к еще большему снижению цен до уровня

ниже того, который установится в послекризисном периоде.
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Рис. 3.15. График дневных цен закрытия акций CITIC Securities.
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ГЛАВА 4

ОБЗОР ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ И ПРОГРАММНЫХ

ИНСТРУМЕНТОВ

4.1. Система анализа торговой статистики «Индекс»

Программный комплекс обработки торговой статистики «Индекс» был раз-

работан И. А. Кондраковым, Л. Я. Поспеловой и А. А. Шананиным ([16])

на языке программирования C#. Комплекс реализует все алгоритмы, необ-

ходимые для анализа торговой статистики с помощью обобщенного непа-

раметрического метода. При этом, он является не просто набором алго-

ритмов, а полноценным инструментом с графическим интерфейсом, под-

держивающим все основные операции для анализа торговой статистики. В

число таких операций, помимо проверки рационализируемости и расчёта

индексов Конюса-Дивизиа, входят, среди прочего, следующие операции

• определение показателя нерациональности;

• формирование новых агрегированных тотоваров с индексами Конюса-

Дивизиа в качестве объемов потребления и цен;

• создание новых товарных групп, состоящих как из исходных товаров,

так и из агрегированных товаров;

• проверка достаточных условий отделимости

• проверка выполнения однородной сильной аксиомы и достаточных

условий отделимости с заданным показателем ω для всех сформиро-

ванных пользователем товарных групп;

• сохранение результатов анализа (рационализируемые товарные груп-

пы, новые агрегированные товары);

• преобразования данных, для устранения их дефектов (например, ну-

левые цены, нулевые объёмы потребления).
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Графический интерфейс системы содержит визуализацию дерева экономи-

ческих индексов, отражающего отношения отделимости товарных групп.

Также в интерфейсе можно построить графики исходных цен и объёмов

потребления, а также индексов Конюса-Дивизиа товарных групп. Более

подробное описание возможностей программного комплекса «Индекс» и

его архитектуры можно найти в работах [14, 15, 13].

Для решения всех поставленных в диссертационном исследовании за-

дач, кроме задач, связанных с анализом бюджетной статистики Вели-

кобритании, дорабатывался исходный код программного комплекса «Ин-

декс». На рисунке (4.1) представлено главное окно графического интер-

фейса системы «Индекс». Использованные в диссертационном исследова-

нии алгоритмы реализованы в виде методов классов AxiomsTesterClass и

StatToolClass системы «Индекс». Для автоматизации вычислений в графи-

ческий интерфейс системы «Индекс» были добавлены новые пункты ме-

ню1, которые вызывают эти методы, а также готовят некоторые отчеты, по

которым можно построить графики вне системы «Индекс». В итоге в гра-

фический интерфейс системы «Индекс» было добавлено два новых пункта

меню – «Сравнение аксиом» и «Китай».

Программный комплекс «Индекс» был разработан для анализа торговой

статистики. При анализе данных Великобритании использовалась бюджет-

ная статистика, для обработки которой система «Индекс» не предназначе-

на. Поэтому для поддержки этого анализа был создан новый программный

комплекс AxiomsPhD на языке программирования C++, с помощью ко-

торого проводились все численные операции, связанные с анализом бюд-

жетной статистики Великобритании. Более подробно этот комплекс описан

в §4.4.
1Объекты ToolStripMenuItem из библиотеки объектов Windows Forms
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Рис. 4.1. Главное окно графического интерфейса системы «Индекс».

4.2. Сравнение аксиом выявленного предпочтения

Для проведения сравнения аксиом выявленного предпочтения в пункте

меню «Сравнение аксиом» добавлены три пункта:

1) Случайные группы (для проведения численных экспериментов по

оценке вероятности выполнения аксиом выявленного предпочтения

на случайных подгруппах).

2) Случайные цены (для оценки мощности тестов выполнения аксиом

выявленного предпочтения).

3) Размеры множества прогнозов (для оценки размеров множеств про-

гнозов).

4.2.1. Случайные группы

В пункте меню «Случайные группы» есть два пункта (см. рисунок 4.2):
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1) Отчет по случайным группам.

2) Объединение отчетов.

Рис. 4.2. Расширение функционала системы «Индекс» для оценки вероят-

ности выполнения аксиом выявленного предпочтения на случайных груп-

пах.

При нажатии на пункт меню «Отчет по случайным группам» появляется

форма, в которую вводятся следующие параметры

• количество случайных групп заданного размера;

• диапазон размеров случайных групп;

• путь сохранения текстового отчета.

В результате отрабатывания формы генерируется отчет, в котором при-

водится состав всех сгенерированных товарных групп и их показателей

нерациональности к классах ΦG и ΦH для всех размеров случайных групп

из указанного диапазона. Функция генерирования случайной подгруппы

реализована в виде метода RandomGoods класса StatToolsClass. Исходный

код этой функции приведен в листинге 4.1 на стр. 144.

Поскольку процесс генерирования всех случайных групп и расчета их по-

казателей нерациональности может оказаться очень длительным, можно

запускать расчет для нескольких диапазонов размеров случайных групп

и затем объединять полученные отчеты в один. Для этого используется

пункт «Объединение отчетов».

Графики на рисунках 2.1 и 2.2 в разделе 2.1 построены в Matlab.
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4.2.2. Случайные цены

В пункте меню «Случайные цены» есть три пункта (см. рисунок 4.3):

1) Экспорт цен и объемов.

2) Расчет показателей нерациональности.

3) Объединение отчетов.

Рис. 4.3. Расширение функционала системы «Индекс» для оценки мощно-

сти тестов выполнения аксиом выявленного предпочтения.

Оценка параметров моделей авторегрессии и генерирование реализаций

случайных процессов авторегрессии проводились вне системы «Индекс»

– в Matlab. Поэтому необходимо выгружать данные о ценах отдельных

товаров. Для этого добавлен пункт меню «Экспорт цен и объемов». При

нажатии на этот пункт появляется форма, в которой нужно указать путь

к директории, куда выгружаются данные о ценах и объемах потребления

всех товаров выбранной в системе «Индекс» товарной группы. Для каждого

товара генерируются два файла. Один с данными о ценах, второй с данны-

ми об объемах. Для оценки параметров авторегресии необходимы данные

только о ценах. Данные об объемах выгружаются для того, чтобы мож-

но было запускать процедуру расчета показателей нерациональности для

реализаций случайной торговой статистики без выбора группы в систе-

ме «Индекс», а лишь указывая путь к папке со сгенерированными ценами

и исходными объемами потребления. Исходный код на Matlab для оценки

параметров модели авторегрессии заданного порядка методом наименьших
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квадратов приводится в листинге 4.2 на стр. 146. Фрагмент исходного

кода, в котором оценивается порядок авторегрессии с помощью информа-

ционного критерия Акаике2, приводится в листинге 4.3 на стр. 147.

При нажатии на пункт меню «Расчет показателей нерациональности» по-

является форма, в которой нужно указать путь к файлам с исходными

объемами потребления и сгенерированными в Matlab ценами. При этом,

выбирать группу в системе «Индекс» не нужно. Эта форма рассчитывает

показатели нерациональности для торговых статистик, сформированных из

исходных объемов потребления и сгенерированных цен, и создает отчет с

рассчитанными показателями.

Пункт меню «Объединение отчетов» позволяет объединить несколько от-

четов в один. Он используется тогда, когда есть несколько отчетов с пока-

зателями нерациональности, которые были построены по разным реализа-

циям случайных процессов цен.

Гистограмма на рисунке 2.3 в 2.2 построена в Matlab.

4.2.3. Размеры множества прогнозов

В пункте меню «Размеры множества прогнозов» есть три пункта (см. ри-

сунок 4.4):

1) Однородная сильная аксиома.

2) Сильная аксиома.

3) Объединение отчетов.

Пункт меню «Однородная сильная аксиома» открывает форму, в которой

необходимо указать количество реализаций случайной торговой статисти-

ки, которая рассматривается в численном эксперименте в разделе 2.3. Фор-

ма позволяет сгенерировать заданное количество реализаций случайной
2См, например, [64], стр. 396–397
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Рис. 4.4. Расширение функционала системы «Индекс» для оценки размеров

множеств прогнозов.

торговой статистики и получить отчет, содержащий показатели нерацио-

нальности в классе ΦH для сгенерированных торговых статистик. Пункт

меню «Сильная аксиома» позволяет сделать то же самое для получения

показателей нерациональности в классе ΦG. Пункт меню «Объединение

отчетов» позволяет объединить несколько отчетов в один.

4.3. Анализ кризиса на фондовом рынке Китая

В меню «Китай» есть несколько пунктов (см. рисунок 4.5):

1) Показатели нерациональности скользящим окном.

2) Определение пар несогласованных периодов.

3) Разделение на две статистики.

4) Последовательные проекции цен.

5) Последовательные частичные проекции объемов.

Пункт меню «Показатели нерациональности скользящим окном» позволя-

ет получить временные ряды показателей нерациональности, рассчитанных

методом скользящего окна. При нажатии на этот пункт появляется форма,

в которой указывается ширина окна и путь сохранения отчета с показате-

лями нерациональности.
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Рис. 4.5. Расширение функционала системы «Индекс» для анализа кризиса

на фондовом рынке Китая.

Пункт меню «Определение пар несогласованных периодов» строит ре-

шение задачи линейного программирования (3.2.19)–(3.2.21), которая

использовалась в 3.2 для поиска пар наиболее несогласованных пери-

одов. Для решения задачи линейного программирования используется

библитека lpsolve3, которая использует симплекс-метод для решения

задач линейного программирования4. Алгоритм построения и решения

этой задачи по заданной торговой статистике и нормальному уровню

логарифма показателя нерациональности Ω∗ реализован в виде метода

harp_log_omega_period_pairs_lp_dual класса AxiomTesterClass систе-

мы «Индекс». Фрагмент исходного кода класса AxiomTesterClass с этим

методом, описанием возвращаемого им объекта и вспомогательным ме-

тодом harp_log_omega_period_pairs_lp_Ifun приводится в листинге 4.4 на

стр. 148.

Пункт меню «Разделение на две статистики» реализует схему проверки

возможности разделить векторы объемов торгов за несколько выделен-

ных периодов между торговыми статистиками до и после этих периодов

так, чтобы логарифмы показателей нерациональности этих статистик не

превышали нормальный уровень Ω∗. Подробно эта процедура описана в

3http://lpsolve.sourceforge.net/5.5/, документация также доступна на http://web.mit.edu/lpsolve/doc/
4http://lpsolve.sourceforge.net/5.5/LPBasics.htm
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разделе 3.2. Основная вычислительная нагрузка приходится на решение

задачи (3.2.22)–(3.2.24). Эта задача является задачей квадратичного про-

граммирования. Для её решения используется библиотека ALGLIB5. Ис-

пользуется алгоритм QP-BLEIC6, который является разновидностью метода

активного множества7.

Алгоритм решения этой задачи реализован в виде метода harp_log_-

omega_split_volume_between_two_stats_base класса AxiomsTesterClass си-

стемы «Индекс». Исходный код этого метода приводится в листинге 4.5

на стр. 157. В этом методе реализована возможность решать задачу про-

ектирования на множество прогнозов, построенное по торговой статисти-

ке TSmain, только в терминах некоторого подмножества акций. Для это-

го необходимо задать в параметре stocks_to_fix_inds номера тех акций,

объемы которых фиксируются, т.е. проекция на множество прогнозов, по-

строенное по торговой статистике TSmain, ищется только по тем акциям,

которые не вошли в список stocks_to_fix_inds. Эта возможность не была

использована в итоговом анализе и, поэтому, не рассматривается в разде-

ле 3.2.

Пункт меню «Последовательные проекции цен» реализует расчеты по про-

цедуре (1)–(6), описанной в 3.2. Нормальный уровень логарифма пока-

зателя нерациональности Ω∗, а также периоды, для которых проводится

эта процедура, задаются с помощью текстовых файлов. Основная вычис-

лительная нагрузка приходится на шаг (4). Это задача проектирования

вектора цен на множество прогнозов цен, которая также являтся задачей

квадратичного программирования.

Алгоритм решения задачи проектирования вектора цен на на множес-

тво прогнозов цен реализован в виде метода project_on_KPrices класса
5www.alglib.net
6http://www.alglib.net/optimization/quadraticprogramming.php#header5
7См., например, [78], стр. 467–480
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AxiomsTesterClass системы «Индекс». Исходный код этого метода приво-

дится в листинге 4.6 на стр. 166. Следует отметить, что метод может

решать задачу частичного проектирования вектора цен. Для этого необхо-

димо в параметр N1 передать список акций, в терминах которых решается

задача проектирования. Эта задача аналогична описанной в 3.2 задаче ча-

стичного проектирования вектора объемов торгов, однако в итоге не при-

годилась для анализа.

Пункт меню «Последовательные частичные проекции объемов» реализует

расчеты по процедуре (1)–(6), описанной в 3.2, в которой шаги (4) и (5)

заменены на (4)’ и (5)’. Периоды и акции, для которых нужно решать

эту задачу, передаются через текстовые файлы. Основная вычислительная

нагрузка приходится на шаг (4)’, в котором решается задача частичного

проектирования вектора объемов торгов на множество прогнозов объемов

торгов. Алгоритм решения задачи частичного проектирования реализован

в виде метода project_on_K класса AxiomsTesterClass системы «Индекс».

Этот метод очень похож на уже описанный метод project_on_KPrices, по-

тому его исходный код не приводится.

Все графики в 3.2 нарисованы с помощью языка программирования

Python.

4.4. Анализ бюджетной статистики Великобритании

Исходные данные опроса Family Expenditure Survey, которые доступны в

виде онлайн-приложения к статье [44]8, представлены в формате данных

системы GAUSS. Эти файлы были преобразованы в формат системы Stata

с помощью программы Stat/Transfer. Первичная обработка проводилась с

8https://www.econometricsociety.org/publications/econometrica/2008/11/01/best-nonparametric-bounds-

demand-responses
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помощью системы Stata. Скрипт доступен на GitHub9. В первичную обра-

ботку входила выгрузка данных для построения кривых Лоренца и расче-

та коэффициентов Джини, а также разбиение домашних хозяйств на 100

страт.

Данные по индексам цен были предоставлены авторами [44] по личному

запросу. Эти данные также доступны на GitHub10.

Численные методы для анализа бюджетной статистики Великобритании

реализованы в программном комплексе AxiomsPhD, реализованном в виде

проекта Visual Studio 2012 на языке программирования C++. Этот про-

граммный комплекс был задуман как упрощённая компактная версия си-

стемы «Индекс», в которой не нужно тратить время на доработку графиче-

ского интерфейса и которую проще развивать для анализа новых структур

данных, например бюджетной статистики. Проект вместе со всеми исход-

ными кодами доступен на GitHub11. В этом проекте не реализованы все

возможности системы «Индекс», но в нем есть основные функции, необхо-

димые для анализа бюджетной статистики Великобритании. Как описано

в 3.1, все домашние хозяйств в каждом периоде разбиваются на 100 страт.

В результате такого разбиения получается 100 торговых статистик с оди-

наковыми ценами и разными объемами потребления. Для хранения такого

набора данных создан класс dt::strata.

Определения основных структур данных и функций приводятся в четырех

заголовочных файлах:

1) axioms.hpp – основные численные методы; здесь приводятся, в част-

ности, заголовки функций для

– проверки однородной сильной аксиомы (функция HARPTest),

9https://github.com/nklemashev/phd/blob/master/uk/Work with data.do
10https://github.com/nklemashev/phd/blob/master/uk/pall.csv
11https://github.com/nklemashev/phd/tree/master/uk/AxiomsPhD
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– расчета индексов Конюса-Дивизиа (функция HARP),

– поиска показателя нерациональности (функция HARPLogIrInd),

– расчета матрицы индексов цен Пааше (функция logPaascheMat);

2) dataload.hpp – функции загрузки данных;

3) dt.hpp – описания структур данных;

4) strfuns.hpp – описания функций для обработки строк; эти функции

испольуются для загрузки данных из текстовых файлов.

Описанные в заголовочных файлах функции реализованы в нескольких

файлах с исходным кодом:

1) axioms.cpp – реализации всех функций, описанных в axioms.hpp;

2) dataload.cpp – реализации всех функций, описанных в dataload.hpp;

3) goods.cpp – реализации методов класса dt::goods, описанного в

dt.hpp; класс dt::goods реализует тип данных «массив товаров»;

4) interval.cpp – реализации методов класса dt::interval, описанного в

dt.hpp; класс dt::interval реализует тип «числовой интервал» и исполь-

зуется для хранения информации о разбиении страт между несколь-

кими группами домашних хозяйств;

5) intervals.cpp – реализации методов класса dt::intervals, описанного

в dt.hpp; класс dt::intervals представляет собой массив из элементов

dt::interval, который подерживает несколько операций для последова-

тельности интервалов (например, объединение интервалов);

6) lorenzData.cpp – реализации методов класса dt::lorenzData, описан-

ного в dt.hpp; класс lorenzData является структурой для хранения

данных, по которым строится кривая Лоренца; среди методов это-

го класса есть метод giniIndex, который рассчитывает коэффициент

Джини;
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7) matrix.cpp – реализации методов класса dt::matrix, описанного в

dt.hpp; класс dt::matrix реализует тип «матрица»; цены и объемы по-

требления хранятся в виде матриц размера (количество периодов) ×

(количество товаров);

8) strata.cpp – реализации методов класса dt::strata, описанного в dt.hpp;

класс dt::strata хранит один вектор цен и массив векторов объемов

потребления, по одному на каждую страту домашних хозяйств;

9) strfuns.cpp – реализации функций для обработки строк, описанных в

strfuns.hpp;

10) tradestat.cpp – реализации методов класса dt::tradestat, описанного в

dt.hpp; класс dt::tradestat реализует тип данных «торговая статисти-

ка»; описание класса приводится в листинге 4.7 на стр. 176.

Основной файл проекта, который содержит функцию main, выполняющу-

юся при запуске скомпилированной программы, называется main.cpp. Этот

файл содержит также различные функции для анализа данных Великобри-

тании, которые вызывают реализованные алгоритмы. Среди таких функций

есть функция proportions2SequenceInf. Она разбивает все страты домаш-

них хозяйств на две торговые статистики согласно заданному разбиению

и оценивает показатели нерациональности этих торговых статистик. Па-

раметры разбиения передаются в виде текстового файла. Каждая строка

этого файла содержит название периода, после которого приводятся опи-

сание того, как разделять объемы потребления страт домашних хозяйств

в этот период, т.е. какие страты относить к одному классу, а какие к дру-

гому.

Функция proportions2SequenceInf загружает данные о ценах и об объе-

мах потребления всех выделенных страт. Далее, в бесконечном цикле

просходит перераспределение страт между двумя торговыми статистика-

ми и перерасчет показателей нерациональности. Каждая итерация цикла
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заканчивается формированием тесктового файла с показателями нераци-

ональности для торговых статистик. Затем, функция переходит в режим

ожидания ввода от пользователя. Если пользователь вводит символ ’y’,

то функция делает еще одну итерацию цикла. Если пользователь вводит

символ ’n’, функция прерывает цикл. Такой цикл позволяет проверять раз-

личные способы разбиения страт по торговым статистикам, не загружая

повторно объемы потребления страт с диска. Это ускоряет процесс перебо-

ра различных разбиений. В листинге 4.8 на стр. 177 приводится фрагмент

исходного кода функции proportions2SequenceInf, который выполняет одну

итерацию цикла.

Все графики в разделе 3.1 нарисованы с помощью Matlab.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В диссертации была развита методология анализа статистики агрегирован-

ного потребления для случая, когда экономические данные не согласуются

с модель Парето с положительно-однородной функцией полезности. Мо-

дель Парето позволяет учитывать эффект замещения товаров при расче-

те экономических индексов – индексов Конюса-Дивизиа. Для применения

этой модели необходимо выполнение некоторых условий. Минимальным

требованием является выполнение сильной аксиомы выявленного предпоч-

тения. Однако, эта аксиома не гарантирует положительной однородности

рационализирующей функции полезности. Получающиеся в этом случае

индексы потребления в общем случае не являются инвариантными по от-

ношению к масштабам объемов потребления. Не гарантируется также вы-

полнение финансового баланса.

Если статистика агрегированного потребления согласуется с моделью Па-

рето с положительно-однородной функцией полезности, то существуют ин-

дексы Конюса-Дивизиа, которые сохраняют финансовый баланс. Кроме то-

го, индексы потребления Конюса-Дивизиа инварианты к изменению мас-

штабов объёмов потребления.

В диссертационном исследовании было проанализировано, насколько важ-

но предположение положительной однородности рационализирующей фун-

кции полезности для разработки измерительных показателей и прогнози-

рования. Показана высокая частота выполнения сильной аксиомы выявлен-

ного предпочтения на случайных товарных подгруппах, а также ее низкая

мощность. Показано, что получаемые с помощью сильной аксиомы мно-

жества прогнозов мало отличаются от тривиальных множеств прогнозов.

Для однородной сильной аксиомы получены противоположные результаты.

На основе проведенного сравнения был сделан вывод о том, что для реше-
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ния практических задач по прогнозированию и анализу сегментации рын-

ков следует использовать однородную сильную аксиому. Другими словами,

показана практическая значимость требования положительной однородно-

сти рационализирующей функции полезности.

В некоторых ситуациях, анализ которых представляет интерес, однород-

ная сильная аксиома нарушается. В диссертационном исследовании рас-

смотрены две такие ситуации – когда происходит изменение социальной

структуры общества, растет индекс Джини и когда происходит кризис на

финансовом рынке. Для анализа этих ситуаций более адекватным модель-

ным описанием является неоклассическая модель, в которой рассматри-

вается нескольких репрезентативных потребителей с разными функциями

полезности.

Универсальных эффективных алгоримтов анализа в рамках такой модели

на сегодняшний день нет. Более того, если не накладывать требования

положительной однородности функций полезности, то задача проверки со-

гласованности статистики потребления с неоклассической моделью с двумя

репрезентативными потребителями оказывается NP-полной. Для другой

модели многих репрезентативных потребителей – модели временного дик-

татора – NP-полнота доказана и для положительно-однородных функций

полезности, что является одним из результатов диссертационного исследо-

вания.

Тем не менее, описанные ситуации удается анализировать. Для этого необ-

ходимо привлекать дополнительную информацию, например, бюджетную

статистику, и дополнительные модельные предположения и эвристики, пре-

одолевая тем самым сложностные ограничения, с которыми сталкиваются

универсальные подходы.

В результате анализа бюджетной статистики Великоритании в период
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с 1975 по 1999 удалось доказать согласованность данных о потреблении

домашних хозяйств с неоклассической моделью с двумя репрезентативны-

ми потребителями, которым можно придать содержательную интерпрета-

цию. Один репрезентативный потребитель соответствует группе наиболее

богатых домашних хозяйств и начинает формироваться с 1988 года. К кон-

цу рассматриваемого периода эта группа составляет 4% от всех домашних

хозяйств. При этом, расходы этой группы составляют 12% расходов всех

домашних хозяйств. Другой репрезентативный потребитель соответствует

всем остальным домашним хозяйствам. Сравнение структур потребления

этих двух групп домашних хозяйств выявило, что основные различия на-

блюдаются в категориях «Продукты питания» и «Транспорт и развлече-

ния».

Анализ кризиса на фондовом рынке Китая позволил описать кризис как

результат того, что некоторые высокочастотные трейдеры спрогнозировали

изменения предпочтений основных инвесторов и начали совершать тор-

ги в соответствии с будущими предпочтениями основных инвесторов. Это

привело к тому, что в течение некоторого периода поведение инвесторов

описывается взаимодействием двух репрезентативных потребителей. Од-

ной из причин успешности анализа является то, что если строить мно-

жества прогнозов объёмов потребления с помощью однородной сильной

аксиомы выявленного предпочтения, то эти множества являются много-

гранными конусами. Поэтому, задачи проектирования на эти множества

являются задачами квадратичного программирования и для их решения

разработаны эффективные численные методы.
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ПРИЛОЖЕНИЕ

П.1. Листинги программ

В данном приложении приводятся листинги исходных текстов программ, упо-

мянутых в четвертой главе.

Листинг 4.1. Исходный код функции для генерирования случайных групп

pub l i c TradeStatContainer . ClassGoods RandomGoods(

TradeStatContainer . ClassGoods sourceGoods ,

i n t N)

{

TradeStatContainer . ClassGoods returnGoods = new

↪→ TradeStatContainer . ClassGoods ( ) ;

TradeStatContainer . ClassGood tempGood , sourceGood ;

i n t numberOfSourceGoods = sourceGoods . Count ;

L i s t<int> i nd i c e s = new List<int >(numberOfSourceGoods )

↪→ ;

i n t i , j , ind ;

f o r ( i = 0 ; i < numberOfSourceGoods ; i++)

{

i n d i c e s .Add( i ) ;

}

i f (N <= numberOfSourceGoods / 2)

{

List<int> r e t I n d i c e s = new List<int >(N) ;

f o r ( j = 0 ; j < N; j++)

{
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ind = Convert . ToInt32 (Math . Floor (Rand .

↪→ NextDouble ( ) ∗ i n d i c e s . Count ) ) ; // Rand

↪→ −− объект класса Random

r e t I n d i c e s .Add( i n d i c e s [ ind ] ) ;

i n d i c e s . RemoveAt( ind ) ;

}

i n d i c e s . Clear ( ) ;

i n d i c e s = r e t I n d i c e s ;

}

e l s e

{

f o r ( j = N; j < numberOfSourceGoods ; j++)

{

ind = Convert . ToInt32 (Math . Floor (Rand .

↪→ NextDouble ( ) ∗ i n d i c e s . Count ) ) ;

i n d i c e s . RemoveAt( ind ) ;

}

}

i n t T = sourceGoods [ 0 ] . P r i c e s . Count ;

f o r ( i = 0 ; i < i n d i c e s . Count ; i++)

{

tempGood = new TradeStatContainer . ClassGood (

↪→ sourceGoods [ 0 ] . OwnerTSC) ;

sourceGood = sourceGoods [ i n d i c e s [ i ] ] ;

tempGood . Pr i c e s = new List<double >(T) ;

tempGood . Volumes = new List<double >(T) ;

f o r ( j = 0 ; j < T; j++)

{
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tempGood . Pr i c e s .Add( sourceGood . Pr i c e s [ j ] ) ;

tempGood . Volumes .Add( sourceGood . Volumes [ j ] ) ;

}

tempGood .Name = Str ing . Copy( sourceGood .Name) ;

tempGood . OwnerGroupID = ind i c e s [ i ] + 1 ;

returnGoods .Add( tempGood) ;

}

re turn returnGoods ;

}

Листинг 4.2. Исходный код функции для оценки параметров модели авторе-

грессии заданного порядка

func t i on [ beta , e r r s , sigma2 , logL ] = FitAR( z , p)

Y = z (p+1:end ) ;

T = numel (Y) ;

X = ones (T, p+1)∗NaN;

X( : , 1 ) = ones (T, 1 ) ;

f o r j =1:p

X( : , j +1) = z (p+1−j : end−j ) ;

end

i f ( det (X’∗X)<1e−20)

logL = NaN;

beta = NaN;

e r r s = NaN;

sigma2 = NaN;

e l s e

beta = (X’∗X) \(X’∗Y) ;

SSR = (Y−X∗beta ) ’∗ (Y−X∗beta ) ;
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logL = −T/2∗ l og (2∗ pi /T) − T/2 − T/2∗ l og (SSR) ;

sigma2 = SSR/(T−p−1) ;

aVar = sigma2∗ inv (X’∗X) ;

e r r s = diag ( aVar ) ;

% Check s t a t i o n a r i t y

AR = c e l l (p − 1 , 1) ;

f o r j =1:p

AR{ j } = beta ( j + 1) ;

end

try

arima ( ’AR’ , AR, ’ Constant ’ , beta (1 ) ) ;

catch e r r

i f ( strcmp ( e r r . i d e n t i f i e r , ’ econ : arima :

↪→ val idateModel : UnstableAR ’ ) )

logL = In f ;

beta = In f ;

e r r s = In f ;

sigma2 = In f ;

e l s e

rethrow ( e r r ) ;

end

end

end

end

Листинг 4.3. Исходный код функции для оценки порядка авторегрессии

P = arMin : arMax ;

pns = arMax + 1 ;

troubleGood = ze ro s ( numel (P) ,1 ) ;
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logL = ze ro s (arMax−arMin+1 ,1) ;

numPars = ze ro s (arMax−arMin+1 ,1) ;

f o r j =1:numel (P)

[~ ,~ ,~ , logL ( j ) ] = FitAR( z ,P( j ) ) ;

i f ( i snan ( logL ( j ) ) )

troubleGood ( j ) = 1 ;

end

i f ( i s i n f ( logL ( j ) ) )

pns = j − 1 ;

break ;

end

numPars ( j ) = P( j )+1;

end

AIC = a i c b i c ( logL ( 1 : pns ) , numPars ( 1 : pns ) ) ;

[~ , I ] = min (AIC) ;

pOpt = P( I (1 ) ) ; % Оценка порядка авторегрессии

Листинг 4.4. Исходный код метода для поиска пар наиболее несогласованных

периодов

pub l i c c l a s s HLOPPL_ret

{

pub l i c Double [ ] lambdas ;

pub l i c Double [ , ] omegas ;

pub l i c Double [ , ] c ;

pub l i c HLOPPL_ret( i n t T, bool with_c = f a l s e )

{

lambdas = new Double [T ] ;

omegas = new Double [T, T ] ;
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i f ( with_c )

{

c = new Double [T, T ] ;

}

e l s e

{

c = nu l l ;

}

}

}

p r i va t e i n t harp_log_omega_period_pairs_lp_Ifun ( i n t t , i n t

↪→ tau , i n t T)

{

i f ( tau == t )

{

throw new Error (−1 , " I fun : ␣ t ␣and␣ tau␣arguments␣

↪→ should ␣be␣ d i f f e r e n t . " ) ;

}

i f ( tau < t )

{

re turn T + t ∗ (T − 1) + tau ;

}

e l s e

{

re turn T + t ∗ (T − 1) + tau − 1 ;

}

}
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pub l i c HLOPPL_ret harp_log_omega_period_pairs_lp_dual (

↪→ TradeStatContainer . ClassGoods goods , double big_omega

↪→ = 0 . 0 )

{

i n t T = goods [ 0 ] . P r i c e s . Count ;

HLOPPL_ret fun_ret = nu l l ;

i n t nVars = T ∗ (T − 1) ;

double [ , ] C = LogPaascheMat ( goods ) ;

i n t t , tau , i , j ;

bool l p I n i t = lp so l v e55 In tPt r . l p s o l v e . I n i t ( "D:\\Work␣

↪→ on␣PhD\\CSharpIndex␣ (NIKO) \\CSharpIndex\\ l p s o l v e .

↪→ cs ␣x64\\" ) ;

f o r ( t = 0 ; t < T; t++)

{

f o r ( tau = 0 ; tau < T; tau++)

{

C[ t , tau ] −= big_omega ;

}

}

l p s o l v e55 In tPt r . l p s o l v e . lp so lve_return s o l ;

i n t [ ] co lno = new in t [ nVars ] ; // For i n d i c e s o f

↪→ va r i a b l e s

double [ ] row = new double [ nVars ] ; // For c o e f f i c i e n t s

↪→ s p e c i f y i n g the c on s t r a i n t s .

i n t r e t = 0 ;
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// Making LP model with no c on s t r a i n t s and nVars

↪→ va r i a b l e s

IntPtr lp = lp so l v e55 In tPt r . l p s o l v e . make_lp (0 , nVars ) ;

i f ( lp . ToInt64 ( ) == 0)

{

r e t = 1 ;

}

// Name the v a r i a b l e s

// {x_i}_{ i=0}^{T ∗ (T − 1) − 1}

// \x_{ t \ tau} = x_{ I ( t , \ tau ) } , t , \ tau = 0 . .T−1, t \ne\

↪→ tau

// I ( t , \ tau ) = t (T − 1) + \tau , i f \ tau < t

// I ( t , \ tau ) = t (T − 1) + \tau − 1 , i f \ tau > t

i f ( r e t == 0)

{

f o r ( t = 0 ; t < T; t++)

{

f o r ( tau = 0 ; tau < T; tau++)

{

i f ( t == tau )

{

cont inue ;

}

i = harp_log_omega_period_pairs_lp_Ifun ( t ,

↪→ tau , T) − T;

lp s o l v e55 In tPt r . l p s o l v e . set_col_name ( lp , i

↪→ + 1 , "x_{" + ( t + 1) . ToString ( ) + "}



152

↪→ _{" +

( tau + 1) . ToString ( ) + "}" ) ;

}

}

}

// Adding c on s t r a i n t s

i f ( r e t == 0)

{

lp s o l v e55 In tPt r . l p s o l v e . set_add_rowmode ( lp , t rue ) ;

// sum_{\ substack {\ tau = 1\\\ tau \ne t }}^Tx_{\ tau

↪→ t } = \sum_{\ substack {\ tau = 1\\\ tau \ne t }}^

↪→ Tx_{ t \ tau} \quad ( t=\ov e r l i n e {1 ,T})

f o r ( t = 0 ; t < T; t++)

{

j = 0 ;

f o r ( tau = 0 ; tau < T; tau++)

{

i f ( t == tau )

{

cont inue ;

}

i = harp_log_omega_period_pairs_lp_Ifun ( t ,

↪→ tau , T) − T;

co lno [ j ] = i + 1 ;

row [ j ] = −1.0;

j++;

i = harp_log_omega_period_pairs_lp_Ifun (
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↪→ tau , t , T) − T;

co lno [ j ] = i + 1 ;

row [ j ] = 1 . 0 ;

j++;

}

i f ( l p s o l v e55 In tPt r . l p s o l v e . add_constraintex (

↪→ lp , 2 ∗ (T − 1) , row , colno ,

l p s o l v e55 In tPt r . l p s o l v e .

↪→ lpso lve_constr_types .EQ, 0) ==

↪→ f a l s e )

{

r e t = 3 ;

}

}

// x_{ t \ tau} \ in [ 0 , 1 ]

f o r ( t = 0 ; t < T; t++)

{

f o r ( tau = 0 ; tau < T; tau++)

{

i f ( tau == t )

{

cont inue ;

}

i = harp_log_omega_period_pairs_lp_Ifun ( t ,

↪→ tau , T) − T;

co lno [ 0 ] = i + 1 ;

row [ 0 ] = 1 . 0 ;
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i f ( l p s o l v e55 In tPt r . l p s o l v e .

↪→ add_constraintex ( lp , 1 , row , colno ,

l p s o l v e55 In tPt r . l p s o l v e .

↪→ lpso lve_constr_types .GE, 0) ==

↪→ f a l s e )

{

r e t = 3 ;

}

i f ( l p s o l v e55 In tPt r . l p s o l v e .

↪→ add_constraintex ( lp , 1 , row , colno ,

l p s o l v e55 In tPt r . l p s o l v e .

↪→ lpso lve_constr_types .LE, 1 . 0 ) ==

↪→ f a l s e )

{

r e t = 3 ;

}

}

}

// That ’ s i t f o r c on s t r a i n t s

l p s o l v e55 In tPt r . l p s o l v e . set_add_rowmode ( lp , f a l s e )

↪→ ;

}

// Set the ob j e c t i v e func t i on .

i f ( r e t == 0)

{

// Object ive : \sum_{ t = 0}^{T − 1}\sum_{\ tau = 0\\

↪→ \ tau\ne t }^{T − 1}x_{ t \ tau} \ r ightar row \max
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f o r ( t = 0 ; t < T; t++)

{

f o r ( tau = 0 ; tau < T; tau++)

{

i f ( t == tau )

{

cont inue ;

}

i = harp_log_omega_period_pairs_lp_Ifun ( t ,

↪→ tau , T) − T;

co lno [ i ] = i + 1 ;

row [ i ] = C[ t , tau ] ;

}

}

i f ( l p s o l v e55 In tPt r . l p s o l v e . set_obj_fnex ( lp , nVars

↪→ ,

row , co lno ) == f a l s e )

{

r e t = 4 ;

}

}

i f ( r e t == 0)

{

// Set goa l to maximizing the obj . f unc t i on

lp s o l v e55 In tPt r . l p s o l v e . set_maxim( lp ) ;

// Solve the problem

s o l = lp s o l v e55 In tPt r . l p s o l v e . s o l v e ( lp ) ;
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// Analyze the r e s u l t i n g s o l u t i o n

i f ( s o l == lp so l v e55 In tPt r . l p s o l v e . lp so lve_return .

↪→ OPTIMAL)

{

fun_ret = new HLOPPL_ret(T) ;

l p s o l v e55 In tPt r . l p s o l v e . ge t_var iab l e s ( lp , row )

↪→ ;

f o r ( t = 0 ; t < T; t++)

{

fun_ret . lambdas [ t ] = 0 . 0 ;

f o r ( tau = 0 ; tau < T; tau++)

{

i f ( t == tau )

{

fun_ret . omegas [ t , t ] = 0 . 0 ;

}

e l s e

{

i =

↪→ harp_log_omega_period_pairs_lp_Ifun

↪→ ( t , tau , T) − T;

fun_ret . omegas [ t , tau ] = row [ i ] ;

}

}

}

}

}
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i f ( lp . ToInt64 ( ) != 0)

{

l p s o l v e55 In tPt r . l p s o l v e . de l e te_lp ( lp ) ;

}

re turn fun_ret ;

}

Листинг 4.5. Исходный код метода для решения задачи (3.2.23)–(3.2.24)

pub l i c double [ ]

↪→ harp_log_omega_split_volume_between_two_stats_base (

TradeStatContainer . ClassGoods ts_main ,

TradeStatContainer . ClassGoods ts_aux ,

Li s t<double> P,

Lis t<double> X,

List<int> stocks_to_fix_inds = nul l ,

double big_omega = 0 .035 ,

double eps = 0 .0

)

/∗

∗ This method s o l v e s gene ra l problem f o r s p l i t t i n g the

↪→ volume X between two trade s t a t i s t i c s .

∗

∗ Input :

∗ ts_main −− Trade s t a t i s t i c s , on which we p r o j e c t the

↪→ volumes X

∗ ts_aux −− Trade s t a t i s t i c t to which we add the

↪→ d i f f e r e n c e between X and i t s p r o j e c t i o n on ts_main
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∗ P −− p r i c e vec to r f o r the per iod , the volumes at which

↪→ we p r o j e c t

∗ X −− the volumes to p r o j e c t

∗ stocks_to_fix_inds −− i n d i c e s o f s t o ck s to f i x

∗ big_omega −− $\Omega^∗$ in the o r i g i n a l paper . Notice ,

↪→ that t h i s i s the logar i thm of the i r r a t i o n a l i t y

↪→ index

∗/

{

List<double> gammas_main =

↪→ get_gammas_for_volumes_forecasting_cone ( ts_main ,

↪→ P, Math . Exp( big_omega ) ) ;

L i s t<double> gammas_aux =

↪→ get_gammas_for_volumes_forecasting_cone ( ts_aux , P

↪→ , Math . Exp( big_omega ) ) ;

i n t i , j , t , tau ;

i n t N_vars = ts_main . Count ;

i n t T_main = ts_main [ 0 ] . Volumes . Count ;

i n t T_aux = ts_aux [ 0 ] . Volumes . Count ;

double rhs ;

L i s t<int> stock_to_optimize_inds ;

i f ( stocks_to_fix_inds == nu l l )

{

stocks_to_fix_inds = new List<int >(0) ;

}

N_vars −= stocks_to_fix_inds . Count ;
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stock_to_optimize_inds = new List<int >(N_vars ) ;

f o r ( i = 0 ; i < ts_main . Count ; i++)

{

i f ( stocks_to_fix_inds . IndexOf ( i ) < 0)

{

stock_to_optimize_inds .Add( i ) ;

}

}

// ∗∗∗

// So lv ing QP

// ∗∗∗

a l g l i b . minqpstate s t a t e ;

a l g l i b . minqpreport rep ;

// Create s o l v e r

a l g l i b . minqpcreate (N_vars , out s t a t e ) ;

// Set quadrat i c term

double [ , ] A = new double [ N_vars , N_vars ] ;

f o r ( i = 0 ; i < N_vars ; i++)

{

f o r ( j = 0 ; j < N_vars ; j++)

{

i f ( i == j )

{

A[ i , j ] = 2 . 0 ;
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}

e l s e

{

A[ i , j ] = 0 . 0 ;

}

}

}

a l g l i b . minqpsetquadrat icterm ( s tate , A) ;

// Set l i n e a r term

double [ ] b = new double [ N_vars ] ;

f o r ( i = 0 ; i < N_vars ; i++)

{

b [ i ] = −2.0 ∗ X[ stock_to_optimize_inds [ i ] ] ;

}

a l g l i b . minqpset l inearte rm ( s tate , b ) ;

// Set l i n e a r c on s t r a i n t s

i n t n_l ines = T_main + T_aux + 2 ∗ N_vars ;

double [ , ] C = new double [ n_lines , N_vars + 1 ] ;

i n t [ ] CT = new in t [ n_l ines ] ;

// prX be longs to KV(TS_main)

f o r ( t = 0 ; t < T_main ; t++)

{

f o r ( i = 0 ; i < N_vars ; i++)

{

C[ t , i ] = gammas_main [ t ] ∗ ts_main [
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↪→ stock_to_optimize_inds [ i ] ] . P r i c e s [ t ] − P[

↪→ stock_to_optimize_inds [ i ] ] ;

}

rhs = 0 . 0 ;

f o r ( i = 0 ; i < stocks_to_fix_inds . Count ; i++)

{

rhs += (P[ stocks_to_fix_inds [ i ] ] − gammas_main

↪→ [ t ] ∗ ts_main [ stocks_to_fix_inds [ i ] ] .

↪→ Pr i c e s [ t ] ) ∗ X[ stocks_to_fix_inds [ i ] ] ;

}

C[ t , N_vars ] = rhs + eps ;

CT[ t ] = 1 ; /∗ Means that l h s >= rhs ∗/

}

// X − prX be longs to KV( ts_aux )

f o r ( t = 0 ; t < T_aux ; t++)

{

// t−th c on s t r a i n t

f o r ( i = 0 ; i < N_vars ; i++)

{

C[T_main + t , i ] = gammas_aux [ t ] ∗ ts_aux [

↪→ stock_to_optimize_inds [ i ] ] . P r i c e s [ t ] − P[

↪→ stock_to_optimize_inds [ i ] ] ;

}

rhs = 0 . 0 ;

f o r ( i = 0 ; i < N_vars ; i++)

{

rhs += (gammas_aux [ t ] ∗ ts_aux [
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↪→ stock_to_optimize_inds [ i ] ] . P r i c e s [ t ] − P[

↪→ stock_to_optimize_inds [ i ] ] ) ∗ X[

↪→ stock_to_optimize_inds [ i ] ] ;

}

f o r ( i = 0 ; i < stocks_to_fix_inds . Count ; i++)

{

rhs += (P[ stocks_to_fix_inds [ i ] ] − gammas_aux [

↪→ t ] ∗ ts_aux [ stocks_to_fix_inds [ i ] ] . P r i c e s

↪→ [ t ] ) ∗ X[ stocks_to_fix_inds [ i ] ] ;

}

C[T_main + t , N_vars ] = rhs − 0 . 0 1 ;

CT[T_main + t ] = −1; /∗ Means that l h s <= rhs ∗/

}

/∗ prX >= 0 ∗/

f o r ( i = 0 ; i < N_vars ; i++)

{

f o r ( j = 0 ; j < N_vars ; j++)

{

i f ( i == j )

{

C[T_main + T_aux + i , j ] = 1 . 0 ;

}

e l s e

{

C[T_main + T_aux + i , j ] = 0 . 0 ;

}

}
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C[T_main + T_aux + i , N_vars ] = 0 .0 − eps ; // eps ;

CT[T_main + T_aux + i ] = 1 ; /∗ Means that l h s >=

↪→ rhs ∗/

}

/∗ prX <= X ∗/

f o r ( i = 0 ; i < N_vars ; i++)

{

f o r ( j = 0 ; j < N_vars ; j++)

{

i f ( i == j )

{

C[T_main + T_aux + N_vars + i , j ] = 1 . 0 ;

}

e l s e

{

C[T_main + T_aux + N_vars + i , j ] = 0 . 0 ;

}

}

C[T_main + T_aux + N_vars + i , N_vars ] = X[

↪→ stock_to_optimize_inds [ i ] ] − eps ;

CT[T_main + T_aux + N_vars + i ] = −1; /∗ Means

↪→ that l h s <= rhs ∗/

}

a l g l i b . minqpset lc ( s ta te , C, CT) ;

/∗ Set i n i t i a l po int ∗/

double [ ] x0 = new double [ N_vars ] ;
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f o r ( i = 0 ; i < N_vars ; i++)

{

x0 [ i ] = X[ stock_to_optimize_inds [ i ] ] ∗ 0 . 5 ;

}

a l g l i b . m inqpse t s ta r t i ngpo in t ( s ta te , x0 ) ;

// Solve with BLEIC−based QP so l v e r

a l g l i b . m inqps e ta l gob l e i c ( s ta te , 0 . 0 , 0 . 0 , 0 . 0 , 0) ;

a l g l i b . minqpoptimize ( s t a t e ) ;

double [ ] x_star , x_star_ret ;

a l g l i b . minqpresu l t s ( s ta te , out x_star , out rep ) ;

i f ( rep . te rminat iontype > 0)

{

x_star_ret = new double [ ts_main . Count ] ;

f o r ( i = 0 ; i < ts_main . Count ; i++)

{

j = stock_to_optimize_inds . IndexOf ( i ) ;

i f ( j < 0)

{

x_star_ret [ i ] = X[ i ] ;

}

e l s e

{

x_star_ret [ i ] = x_star [ j ] ;

}

}

re turn x_star_ret ;
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}

e l s e

{

i f ( rep . te rminat iontype == −5)

{

throw new Error (−5 , t h i s . class_name + " : :

↪→ project_on_K : ␣ Fa i l ed ␣ to ␣ f i nd ␣optimum␣ in ␣

↪→ the ␣QP␣problem . "

+ "␣ Inappropr i a t e ␣ s o l v e r ␣was␣used . " ) ;

}

e l s e i f ( rep . te rminat iontype == −4)

{

throw new Error (−4 , t h i s . class_name + " : :

↪→ project_on_K : ␣ Fa i l ed ␣ to ␣ f i nd ␣optimum␣ in ␣

↪→ the ␣QP␣problem . "

+ "␣Unbounded␣problem . " ) ;

}

e l s e i f ( rep . te rminat iontype == −3)

{

throw new Error (−3 , t h i s . class_name + " : :

↪→ project_on_K : ␣ Fa i l ed ␣ to ␣ f i nd ␣optimum␣ in ␣

↪→ the ␣QP␣problem . "

+ "␣ In c on s i s t e n t ␣ c on s t r a i n t s . " ) ;

}

e l s e

{

throw new Error ( rep . terminat iontype , t h i s .

↪→ class_name + " : : project_on_K : ␣ Fa i l ed ␣ to ␣
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↪→ f i nd ␣optimum␣ in ␣ the ␣QP␣problem . "

+ "␣Undefined␣ f a i l u r e . " ) ;

}

}

}

Листинг 4.6. Исходный код метода для решения задачи проекции вектора цен

на множество прогнозов цен

pub l i c double [ ] project_on_KPrices ( L i s t<double> P, Lis t<

↪→ double> X, TradeStatContainer . ClassGoods goods ,

double omega , double [ , ] C_star , bool l e_const r = f a l s e

↪→ , L i s t<int> N1 = nu l l )

{

/∗

∗ Pro j ec t P on p r i c e s f o r e c a s t i n g cone at X bu i l t f o r

↪→ omega and goods .

∗

∗ P −− p r i c e to p r o j e c t

∗ X −− demand at which one con s t ru c t s the f o r e c a s t i n g

↪→ cone

∗ goods −− t rade s t a t i s t i c s from which one con s t ru c t s

↪→ the f o r e c a s t i n g cone

∗ omega −− the HARP i r r a t i o n a l i t y index (NOT ITS

↪→ LOGARITHM)

∗ C_star −− C^∗ matrix f o r the goods

∗ N1 −− s e t o f i n d i c e s f o r p a r t i a l p r o j e c t i o n ; i f

↪→ nul l , then do f u l l p r o j e c t i o n

∗ l e_const r −− add the c on s t r a i n t s which guarantee

↪→ that pr (X) <= X.
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∗/

List<double> gammas = new List<double >() ;

L i s t<double> PXts = new List<double >() ; // L i s t o f <P^

↪→ t , X^t>

List<double> PXTs = new List<double >() ; // L i s t o f <P^

↪→ t , X>

double omega2 = omega ∗ omega ;

i n t t , tau , i , j , N, T, N_vars ;

double sum1 , sum2 , next_val ;

double [ ] rhs ;

L i s t<int> var_stock_inds ;

T = goods [ 0 ] . P r i c e s . Count ;

N = goods . Count ;

// ∗∗∗

// Compute dot products

// ∗∗∗

f o r ( t = 0 ; t < T; t++)

{

sum1 = 0 . 0 ;

sum2 = 0 . 0 ;

f o r ( i = 0 ; i < N; i++)

{

sum1 += goods [ i ] . P r i c e s [ t ] ∗ goods [ i ] . Volumes [

↪→ t ] ;

sum2 += goods [ i ] . P r i c e s [ t ] ∗ X[ i ] ;
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}

PXts .Add(sum1) ;

PXTs .Add(sum2) ;

}

// ∗∗∗

// Compute gamma

// ∗∗∗

// I n i t i a l i z e

f o r ( t = 0 ; t < T; t++)

{

gammas .Add(PXTs [ 0 ] / C_star [ t , 0 ] ) ;

}

// Compute

f o r ( tau = 1 ; tau < T; tau++)

{

f o r ( t = 0 ; t < T; t++)

{

next_val = PXTs [ tau ] / C_star [ t , tau ] ;

i f ( next_val < gammas [ t ] )

{

gammas [ t ] = next_val ;

}

}

}

f o r ( t = 0 ; t < T; t++)
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{

gammas [ t ] ∗= omega2 / PXts [ t ] ;

}

// Prepare va lue s f o r c on s t r a i n t s

rhs = new double [T ] ;

i f (N1 == nu l l )

{

var_stock_inds = new List<int >(N) ;

f o r ( i = 0 ; i < N; i++)

{

var_stock_inds .Add( i ) ;

}

f o r ( t = 0 ; t < T; t++)

{

rhs [ t ] = 0 . 0 ;

}

}

e l s e

{

var_stock_inds = N1 ;

f o r ( t = 0 ; t < T; t++)

{

sum1 = 0 . 0 ;

f o r ( i = 0 ; i < N; i++)

{

i f ( var_stock_inds . IndexOf ( i ) >= 0)

{
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cont inue ;

}

e l s e

{

sum1 += (X[ i ] − gammas [ t ] ∗ goods [ i ] .

↪→ Volumes [ t ] ) ∗ P[ i ] ;

}

}

rhs [ t ] = sum1 ;

}

}

N_vars = var_stock_inds . Count ;

// ∗∗∗

// So lv ing QP

// ∗∗∗

a l g l i b . minqpstate s t a t e ;

a l g l i b . minqpreport rep ;

// Create s o l v e r

a l g l i b . minqpcreate (N_vars , out s t a t e ) ;

// Set quadrat i c term

double [ , ] A = new double [ N_vars , N_vars ] ;

f o r ( i = 0 ; i < N_vars ; i++)

{

f o r ( j = 0 ; j < N_vars ; j++)
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{

i f ( i == j )

{

A[ i , j ] = 2 . 0 ;

}

e l s e

{

A[ i , j ] = 0 . 0 ;

}

}

}

a l g l i b . minqpsetquadrat icterm ( s tate , A) ;

// Set l i n e a r term

double [ ] b = new double [ N_vars ] ;

f o r ( i = 0 ; i < N_vars ; i++)

{

b [ i ] = −2.0 ∗ P[ var_stock_inds [ i ] ] ;

}

a l g l i b . minqpset l inearte rm ( s tate , b ) ;

// Set l i n e a r c on s t r a i n t s

i n t n_l ines = T + N_vars ;

i f ( l e_const r )

{

n_l ines += N_vars ;

}

double [ , ] C = new double [ n_lines , N_vars + 1 ] ;
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i n t [ ] CT = new in t [ n_l ines ] ;

// Linear i n e q u a l i t i e s

f o r ( t = 0 ; t < T; t++)

{

// t−th c on s t r a i n t

f o r ( i = 0 ; i < N_vars ; i++)

{

C[ t , i ] = gammas [ t ] ∗ goods [ var_stock_inds [ i

↪→ ] ] . Volumes [ t ] − X[ var_stock_inds [ i ] ] ;

}

C[ t , N_vars ] = rhs [ t ] ;

CT[ t ] = 1 ;

}

// Var iab l e s nonega t i v i t y

f o r ( j = 0 ; j < N_vars ; j++)

{

f o r ( i = 0 ; i < N_vars ; i++)

{

i f ( i == j )

{

C[T + j , i ] = 1 . 0 ;

}

e l s e

{

C[T + j , i ] = 0 . 0 ;

}

}

C[T + j , N_vars ] = 0 . 0 ;
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CT[T + j ] = 1 ;

}

// pr (P) <= P con s t r a i n t s

i f ( l e_const r )

{

f o r ( j = 0 ; j < N_vars ; j++)

{

f o r ( i = 0 ; i < N_vars ; i++)

{

i f ( i == j )

{

C[T + N_vars + j , i ] = 1 . 0 ;

}

e l s e

{

C[T + N_vars + j , i ] = 0 . 0 ;

}

}

C[T + N_vars + j , N_vars ] = P[ j ] ;

CT[T + N_vars + j ] = −1;

}

}

a l g l i b . minqpset lc ( s ta te , C, CT) ;

// Solve with BLEIC−based QP so l v e r

a l g l i b . m inqps e ta l gob l e i c ( s ta te , 0 . 0 , 0 . 0 , 0 . 0 , 0) ;

a l g l i b . minqpoptimize ( s t a t e ) ;

double [ ] p_star , p_star_ret ;
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a l g l i b . minqpresu l t s ( s ta te , out p_star , out rep ) ;

i f ( rep . te rminat iontype > 0)

{

i f (N == N_vars )

{

re turn p_star ;

}

e l s e

{

p_star_ret = new double [N ] ;

f o r ( i = 0 ; i < N; i++)

{

j = var_stock_inds . IndexOf ( i ) ;

i f ( j >= 0)

{

p_star_ret [ i ] = p_star [ j ] ;

}

e l s e

{

p_star_ret [ i ] = P[ i ] ;

}

}

re turn p_star_ret ;

}

}

e l s e

{
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i f ( rep . te rminat iontype == −5)

{

throw new Error (−5 , t h i s . class_name + " : :

↪→ project_on_K : ␣ Fa i l ed ␣ to ␣ f i nd ␣optimum␣ in ␣

↪→ the ␣QP␣problem . "

+ "␣ Inappropr i a t e ␣ s o l v e r ␣was␣used . " ) ;

}

e l s e i f ( rep . te rminat iontype == −4)

{

throw new Error (−4 , t h i s . class_name + " : :

↪→ project_on_K : ␣ Fa i l ed ␣ to ␣ f i nd ␣optimum␣ in ␣

↪→ the ␣QP␣problem . "

+ "␣Unbounded␣problem . " ) ;

}

e l s e i f ( rep . te rminat iontype == −3)

{

throw new Error (−3 , t h i s . class_name + " : :

↪→ project_on_K : ␣ Fa i l ed ␣ to ␣ f i nd ␣optimum␣ in ␣

↪→ the ␣QP␣problem . "

+ "␣ In c on s i s t e n t ␣ c on s t r a i n t s . " ) ;

}

e l s e

{

throw new Error ( rep . terminat iontype , t h i s .

↪→ class_name + " : : project_on_K : ␣ Fa i l ed ␣ to ␣

↪→ f i nd ␣optimum␣ in ␣ the ␣QP␣problem . "

+ "␣Undefined␣ f a i l u r e . " ) ;

}
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}

}

Листинг 4.7. Описание класса dt::tradestat

s t r u c t t r ad e s t a t {

matrix P, X;

std : : vector<std : : s t r i ng> times ;

std : : s t r i n g name ;

std : : vector<std : : s t r i ng> gNames ;

matrix logPM ;

t r ad e s t a t ( ) : P(0 ) , X(0 ) , gNames (0 ) , t imes (0 ) ,

↪→ name( "" ) , logPM(0) {

}

t r ad e s t a t ( const std : : vector<goods∗>& gds , std : :

↪→ vector<std : : s t r i ng> inTimes , std : : s t r i n g

↪→ inName = "" ) ;

t r ad e s t a t ( const matrix& inP , const matrix& inX ,

↪→ const std : : vector<std : : s t r i ng>& inTimes ,

const std : : vector<std : : s t r i ng>& inNames ,

↪→ const std : : s t r i n g& inName = "" ) ;

t r ad e s t a t s e l e c t ( const i n t e r v a l s& gInts , const

↪→ i n t e r v a l s& t Int s , const std : : s t r i n g& inName =

↪→ "" ) ; // S e l e c t goods ( g In t s ) and pe r i od s (

↪→ t Inds )

t r ad e s t a t se l ec tGoods ( const i n t e r v a l s& gInts ,

↪→ const std : : s t r i n g& inName = "" ) ;

t r ad e s t a t s e l e c tT imes ( const i n t e r v a l s& t Int s ,

↪→ const std : : s t r i n g& inName = "" ) ;
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} ;

Листинг 4.8. Одна итерация разбиения страт между социальными классами

внутри функции proportions2SequenceInf

r epo r t . open ( path + "Proport ions ␣2␣ sequence ␣PhD\\ repor t . txt

↪→ " ) ;

// Sp l i t s t r a t a in to two c l a s s e s

s p l i t s = dataload : : loadClassSpl itDataNew2 ( path + "

↪→ Proport ions ␣2␣ sequence ␣PhD\\ Sp l i t s . txt " ) ; // Load

↪→ s p l i t scheme

t r ad e s t a t s = s t r a t s . g e tC l a s s e s ( s p l i t s ) ; // Sp l i t s t r a t a

↪→ i n t o two c l a s s e s accord ing to the s p l i t scheme

// Get omegas

f o r ( i = 0 ; i < t r ad e s t a t s . s i z e ( ) ; i++) {

std : : cout << "Class ␣" << i + 1 << std : : endl ;

r epo r t << "Class ␣" << i + 1 << std : : endl ;

// Compute i r r a t i o n a l i t y i n d i c e s

lOmega = axioms : : HARPLogIrInd ( t r ad e s t a t s [ i ] . P,

↪→ t r a d e s t a t s [ i ] . X, l l b , l r b ) ;

i f ( lOmega < l l b ) {

lOmega = l l b ;

}

std : : cout << "Omega␣ f o r ␣ a l l ␣ goods␣=␣" << std : : exp (

↪→ lOmega ) << std : : endl ;

r epo r t << "Omega␣ f o r ␣ a l l ␣ goods␣=␣" << std : : exp (

↪→ lOmega ) << std : : endl ;
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std : : cout << std : : endl ;

r epo r t << std : : endl ;

// Save Konus−Div i s i a i n d i c e s

reportF . open ( path + "Proport ions ␣2␣ sequence ␣PhD\\F

↪→ " + std : : to_str ing ( i + 1) + " . txt " ) ;

reportQ . open ( path + "Proport ions ␣2␣ sequence ␣PhD\\Q

↪→ " + std : : to_str ing ( i + 1) + " . txt " ) ;

// Head

reportF << t r ad e s t a t s [ i ] . t imes [ 0 ] ;

reportQ << t r ad e s t a t s [ i ] . t imes [ 0 ] ;

f o r ( t = 1 ; t < t r ad e s t a t s [ i ] . t imes . s i z e ( ) ; t++) {

reportF << ’ ␣ ’ << t r ad e s t a t s [ i ] . t imes [ t ] ;

reportQ << ’ ␣ ’ << t r ad e s t a t s [ i ] . t imes [ t ] ;

}

reportF << std : : endl ;

reportQ << std : : endl ;

// Body

indAl l = axioms : :HARP( t r ad e s t a t s [ i ] . P, t r a d e s t a t s [

↪→ i ] . X, lOmega ) ;

reportF << indAl l . x [ 0 ] ;

reportQ << indAl l . p [ 0 ] ;

f o r ( t = 1 ; t < t r ad e s t a t s [ i ] . t imes . s i z e ( ) ; t++) {

reportF << ’ ␣ ’ << indAl l . x [ t ] ;

reportQ << ’ ␣ ’ << indAl l . p [ t ] ;

}

reportF << std : : endl ;

reportQ << std : : endl ;
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// Close f i l e s

reportF . c l o s e ( ) ;

reportQ . c l o s e ( ) ;

}

r epo r t . c l o s e ( ) ;

s td : : cout << "OK" << std : : endl ;


