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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Данная работа посвящена исследованию математи-

ческих моделей транспортных потоков на автостраде и задаче управления

состоянием автострады с платными полосами.

Можно выделить несколько подходов к математическому моделирова-

нию транспортных потоков. В микроскопических моделях задается закон

движения каждого автомобиля, в зависимости от его текущего положения,

скорости движения, характеристик движения соседних автомобилей и дру-

гих факторов. Микроскопические модели, в свою очередь, можно разделить

на непрерывные по пространству и по времени модели (например, [9; 10; 21;

27]), и на дискретные по пространству и по времени модели, так называемые

клеточные автоматы (например, [19]). В макроскопических моделях транс-

портный поток рассматривается как поток жидкости с особыми свойствами.

Уравнения макроскопической модели устанавливают зависимость между по-

током, плотностью, скоростью движения, возможно, ускорением и так далее.

Макроскопические модели также могут быть непрерывными или дискрет-

ными. В непрерывных моделях изменение состояния участка дороги без от-

ветвлений и перекрестков описывается, как правило, дифференциальными

уравнениями в частных производных. Так, в статье [34] исследуется модель

транспортного потока, при некоторых значениях параметров имеющая вид

системы уравнений в частных производных второго порядка. В книге [24] да-

ется обзор существующих макроскопических моделей транспортных потоков

на дороге без перекрестков и строится макроскопическая модель транспорт-

ных потоков в сети. Как показано в статьях [9; 10; 21] и в книге [29], некоторые

макроскопические модели являются, в некотором смысле, следствиями мик-

роскопических моделей. Также можно изучать транспортные потоки с точки

зрения теории экономического равновесия. При этом решается задача поиска

равновесного распределения потоков в сети исходя из равенства времени в
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пути на используемых маршрутах (например, [4; 20; 23]). В книге [29] дается

обзор детерминированных и стохастических моделей из каждой категории.

Настоящая работа посвящена изучению дискретной макроскопической

модели потоков в транспортной сети. Эта модель довольно легко калибруется

по измерениям, как это описано в работах [3; 33]. Кроме того, дискретная

модель удобна для компьютерных симуляций.

Изучаемая в работе дискретная модель транспортных потоков основана

на непрерывной гидродинамической модели [17; 18; 25]. В гидродинамической

модели изменение состояния участка дороги без ответвлений и перекрестков

подчиняется закону сохранения числа автомобилей ∂ρ/∂t+∂f/∂x = 0. Здесь

ρ = ρ(t, x) — плотность потока в точке x в момент t, то есть число автомоби-

лей на единицу длины, f = f(t, x) — поток в точке x в момент t, то есть число

автомобилей, проезжающих через заданное сечение дороги x в единицу вре-

мени. Также предполагается, что существует функциональная зависимость

между потоком f и плотностью ρ: f = f(ρ). График функции f(ρ) называ-

ется фундаментальной диаграммой. По-видимому, впервые о существовании

фундаментальной диаграммы заявлено в статье [11]. В гидродинамике функ-

ция f(ρ) выпуклая, в моделировании транспортных потоков функция f(ρ)

обычно считается вогнутой. Таким образом, изменение состояния автомаги-

страли описывается квазилинейным уравнением в частных производных от-

носительно ρ(t, x)

∂ρ

∂t
+
∂f(ρ)

∂x
= 0. (1)

В отличие от линейных уравнений в частных производных первого порядка,

уравнение (1) может иметь разрывные решения даже при гладких начальных

данных. Возможна и такая ситуация, что классическое решение задачи Ко-

ши для этого уравнения существует лишь до определенного момента времени.

Поэтому рассматривается слабое решение уравнения (1) (см., к примеру, [16;

24]). Проблема в том, что слабое решение не единственно, и для нахожде-
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ния единственного физически осмысленного решения нужны дополнитель-

ные условия, а именно энтропийные условия [15; 16; 30; 35].

Для расчетов гидродинамической модели можно применить численную

схему, предложенную в статье [31]. Для устойчивости этой численной схемы

и сходимости разностных решений к слабому решению исходного уравнения

должно выполняться условие Куранта — Фридрихса — Леви [32].

В статье [6] была предложена дискретная динамическая модель автома-

гистрали CTM (the cell transmission model, клеточная передаточная модель).

Модель CTM совпадает с представленным методом численного решения за-

дачи Коши для уравнения (1) с фундаментальной диаграммой в форме тра-

пеции f(ρ) = min{vρ, fmax, w(ρmax−ρ)}. В статье [7] дискретная модель была

расширена на слияния и разветвления дорог.

Другой важный компонент любой модели транспортных потоков в се-

ти — модель узла сети, то есть правило вычисления потоков в узле по состоя-

нию прилегающих ребер. Различные модели узла предлагались в работах [1;

7; 13; 22; 24].

Необходимость платных дорог в условиях перегрузки транспортной се-

ти, как отмечено в статье [2], подчеркивается экономистами уже довольно

давно. Дело в том, что в условиях перегрузки каждый дополнительный участ-

ник дорожного движения увеличивает задержки в пути для других участни-

ков дорожного движения. Такая ситуация обуславливает неоптимальное по-

ведение всех участников дорожного движения в целом. Оптимальное в смыс-

ле суммарных затрат всех участников поведение стимулируется, как указано

в обзоре [8], так называемым налогом А.С. Пигу: каждый участник дорож-

ного движения платит за свой проезд по каждому ребру транспортной се-

ти сумму, эквивалентную увеличению суммарных задержек всех остальных

участников дорожного движения в результате его поездки. Такой подход не

учитывает, однако, некоторые моменты. Во-первых, цена времени для раз-

ных водителей может различаться, и при этом не ясно, как определять плату
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за проезд по конкретному ребру транспортной сети. Во-вторых, состояние

транспортной сети постоянно меняется, а вместе с ним должны меняться и

стоимости проезда по ребрам.

В зависимости от выбранной модели транспортной сети модели и алго-

ритмы вычисления платы за проезд могут быть разными. Так, в работе [12]

разрабатывается теория платных дорог в рамках модели экономического рав-

новесия. Стоимость времени для всех агентов считается одинаковой, плата

за проезд по каждому ребру устанавливается такая, чтобы любое равновес-

ное по Нэшу — Вардропу распределение в системе с платными ребрами было

в то же время оптимальным (в смысле системного оптимума, то есть ми-

нимизации суммарного времени в пути) в системе без платы за проезд по

ребрам. В статье [26] используется динамическая модель транспортной сети,

и предлагается устанавливать стоимость проезда по платным ребрам сети и

выделенным полосам автомагистрали динамически, в зависимости от теку-

щих и желаемых условий (точнее, плотностей). В статье [28] рассматрива-

ется динамическая модель автомагистрали, близкая к модели, исследуемой

в данной работе, и предлагается следующий способ управления состоянием

автострады. При слишком большом входном потоке ограничиваются потоки

со въездов. При этом, конечно, образуются очереди перед въездами. В то же

время, есть возможность въехать на автомагистраль, минуя очередь перед

въездом, но за плату, которая зависит от въезда, и от того, через какой съезд

водитель покинет автомагистраль.

В работе [8] дан обзор существующих методов и технологий платных

дорог и платных полос.

Цель работы. Целью данной работы является изучение свойств математи-

ческой модели автострады, в том числе кольцевой автострады, и разработка

алгоритма управления состоянием незамкнутой автострады с выделенными

платными полосами путем изменения стоимости въезда в платные полосы.
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Научная новизна. Полученные результаты являются новыми. Исследова-

ние равновесных состояний в математической модели автомагистрали обоб-

щает результаты работ [5; 14] на случай произвольных коэффициентов прио-

ритета в модели незамкнутой автострады и на модель кольцевой автострады.

Теоретическая и практическая ценность. Работа носит в основном тео-

ретический характер. Исследование множеств положений равновесия — пер-

вый шаг к пониманию законов развития динамической системы, описываю-

щей изменение состояния автострады. Результаты, касающиеся управления

состоянием автострады с помощью платы за въезд на выделенные полосы,

могут быть применены на практике, если будут реализованы бесконтактные

высокоскоростные системы оплаты въезда в платные полосы.

Методы исследования. Для выяснения структуры множества равнове-

сий используются факты и приемы из работ [5; 14]. Вопрос об устойчиво-

сти произвольного равновесия сводится к исследованию устойчивости двух

линейных динамических систем, в некоторых случаях применяется теорема

Фробениуса — Перрона. При обосновании алгоритма управления состоянием

автострады с помощью платных полос неоднократно используется монотон-

ность динамической системы, описывающей изменение состояния автостра-

ды.

Апробация работы. Результаты работы докладывались на научном семи-

наре «Прикладные задачи системного анализа» под руководством академика

А.Б. Куржанского на кафедре системного анализа ВМК МГУ, на конферен-

ции «Ломоносов-2011» (Москва, 2011), на семинаре «Современные тенден-

ции в теории управления динамическими системами» (Киев, октябрь 2012),

на конференции «Динамические системы: устойчивость, управление, опти-

мизация» (Минск, октябрь 2013), на VII Московской международной кон-
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ференции по исследованию операций (ORM 2013) (Москва, октябрь 2013),

на конференции «Тихоновские чтения» (Москва, октябрь 2013) и на семинаре

«Математическое моделирование транспортных потоков» под руководством

А.В. Гасникова и Ю.Е. Нестерова в Независимом Московском университете.

Публикации. Результаты диссертации опубликованы в 3 работах, список

которых приведен в конце автореферата. Из них 2 работы [36; 37] опублико-

ваны в журналах из перечня ВАК.

Идея исследований принадлежит научному руководителю автора, ака-

демику А.Б. Куржанскому. Автором получены доказательства теорем и под-

готовлены к публикации результаты исследований.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, трех

глав, заключения и списка литературы, включающего 49 наименований. Об-

щий объем диссертации составляет 90 страниц.

Содержание работы

Во введении раскрывается актуальность работы, изложены цели рабо-

ты и основные результаты.

В первой главе диссертации изложена общая математическая модель

потоков в транспортной сети и исследуемые модели транспортных потоков

на незамкнутой и кольцевой автостраде. Предлагается способ вычисления

пропускной способности и уровня загруженности незамкнутой и кольцевой

автострады.

В § 1.1 излагается динамическая модель транспортных потоков в се-

ти. Транспортная сеть представлена ориентированным графом G = (V,E),

где V — множество вершин или узлов графа, E — множество ребер графа

(которые также будем называть соединениями), то есть упорядоченных пар
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вершин e = (u, v), u, v ∈ V . Ребра графа соответствуют участкам дорог без

пересечений с другими дорогами, без примыкания других дорог и без от-

ветвлений. Вершины графа соответствуют перекресткам, местам слияния и

разветвления дорог и разбивают длинные ребра на более короткие. Выделя-

ются вершины без входящих ребер — источники, и вершины без исходящих

ребер — стоки. Ребра, инцидентные источникам, называются въездами, а

ребра, инцидентные стокам — съездами или выездами.

Используемая математическая модель транспортной сети дискретна как

по времени, так и по пространству.

Каждое ребро e характеризуется своей пропускной способностью Fe, то

есть максимальным числом автомобилей, въезжающих в это ребро или выез-

жающих из него, за один шаг по времени; максимальным числом автомоби-

лей на нем Ne, скоростью свободного движения, то есть максимальной раз-

решенной скоростью ve и скоростью распространения затора we. Пропускные

способности ребер нормализованы относительно шага по времени, а скоро-

сти свободного движения и роста затора нормализованы относительно длины

ребра и шага по времени.

Состояние системы на шаге t есть число автомобилей на каждом реб-

ре ne(t) (это число не обязательно целое), 0 ≤ ne(t) ≤ Ne. Для входных ребер,

то есть для въездов, величины Ne и we не определены, и на этих ребрах могут

скапливаться очереди неограниченной длины, то есть, единственное ограни-

чение на ne(t) для входных ребер — неотрицательность.

Суммарный входящий поток на шаге t для любого ребра, кроме въездов,

ограничен величиной f se (t) = min{Fe, we(Ne−ne(t))}. Суммарный исходящий

поток для любого ребра ограничен величиной fde (t) = min{Fe, vene(t)}, при-

чем для съездов исходящий поток на шаге t в точности равен fde (t).

Для внутренних вершин, то есть вершин, не являющихся источниками

или стоками, потоки fij(t) из каждого входящего ребра i в каждое исходящее

ребро j определяется правилом, называемым моделью узла. Модель узла, ис-
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пользуемая в диссертации, изложена в п. 1.1.1. Ясно, что, зная лишь макси-

мальные исходящие потоки fdi (t) для входящих ребер i и максимальные вхо-

дящие потоки f sj для исходящих ребер j, однозначно определить потоки fij(t)

в нетривиальных случаях невозможно. Поэтому в используемой нами моде-

ли узла для каждой вершины определяются дополнительные параметры. Во-

первых, задана матрица коэффициентов расщепления Bv(t) = {βij(t)}j=1,...,n
i=1,...,m,

где m — число входящих ребер вершины v, n — число исходящих ребер вер-

шины v. Все элементы матрицы Bv(t) неотрицательны,
∑n

j=1 βij(t) = 1 для

всех i, и потоки fij(t) должны быть пропорциональны коэффициентам рас-

щепления βij(t): fij1(t)/βij1(t) = fij2(t)/βij2(t) для всех i. Кроме того, для всех

входящих ребер заданы неотрицательные коэффициенты приоритета pi, ко-

торые влияют на величины потоков fij(t), только если максимальные вхо-

дящие потоки для исходящих ребер невелики, а именно, если хотя бы для

одного j выполнено неравенство
∑m

i=1 βij(t)f
d
i (t) > f sj (t). Используемая в

диссертации модель узла взята из работы [1] и расширена на случай не толь-

ко строго положительных, но и, с некоторыми оговорками, неотрицательных

коэффициентов приоритета.

В § 1.2 представлены модели незамкнутой и кольцевой автострады. Ав-

томагистраль состоит из K основных последовательно соединенных ячеек,

в каждом узле может быть въезд и съезд. Через ni(t) мы обозначаем число

автомобилей в i-й основной ячейке на шаге t, qi(t) обозначает число автомоби-

лей перед въездом в i-ю основную ячейку на шаге t.Ni — максимальное число

автомобилей в i-й основной ячейке. Съезды в начальный момент считаются

свободными. Показано, что при таком предположении максимальный входя-

щий поток для каждого съезда всегда равен пропускной способности съезда,

поэтому состояние съездов можно не рассматривать. Fi есть пропускная спо-

собность i-й основной ячейки, Ri — пропускная способность въезда перед i-й

основной ячейкой, Si — пропускная способность съезда в конце i-й основной

ячейки. Для основных ячеек и въездов заданы скорости свободного движе-
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ния vi и vri , только для основных ячеек заданы скорости роста затора wi. Все

величины нормированы относительно длин ячеек и шага по времени. Для

основных ячеек заданы коэффициенты расщепления потоков в следующую

основную ячейку βfi и на съезд βsi , β
f
i + βsi = 1. Если съезда в конце i-й ос-

новной ячейки нет, то βsi = 0. Предполагается, что для всех основных ячеек i

выполнено неравенство
Fi
vi

+
Fi
wi
≤ Ni.

Для въездов и основных ячеек автострады на каждом шаге t опреде-

ляются максимальные исходящие потоки rdi (t) = min{vri qi(t), Ri}, fdi (t) =

= min{βfi vini(t), F d
i }, где

F d
i =

Fi, βsi = 0,

βfi min{Fi, Si/βsi }, βsi > 0.

Для основных ячеек также определяются максимальные входящие потоки

f si (t) = min{Fi, wi(Ni−ni(t))}. Кроме того, в каждом узле определены коэф-

фициенты приоритета pri для потока со въезда и pfi−1 для потока из предыду-

щей основной ячейки. Без ограничения общности можно считать, что коэф-

фициенты приоритета нормированы: pri +pfi−1 = 1. Потоки с i-го въезда в i-ю

основную ячейку ri(t) и из (i− 1)-й основной ячейки в i-ю fi−1(t) определя-

ются по следующему правилу, являющемуся частным случаем общей модели

узла.

1. Если fdi−1(t) + rdi (t) ≤ f si (t), то fi−1(t) = fdi−1(t), ri(t) = rdi (t).

2. В противном случае учитываются коэффициенты приоритета.

(a) Если fdi−1(t) ≤ pfi−1f
s
i (t), то fi−1(t) = fdi−1(t), ri(t) = f si (t)− fdi−1(t).

(b) Если rdi (t) ≤ prif
s
i (t), то ri(t) = rdi (t), fi−1(t) = f si (t)− rdi (t).

(c) Иначе fi−1(t) = pfi−1f
s
i (t), ri(t) = prif

s
i (t).
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Число автомобилей в основных ячейках и на въездах изменяется по следую-

щим законам:

ni(t+ 1) = ni(t) + fi−1(t) + ri(t)− fi(t)/βfi ,

qi(t+ 1) = qi(t) + di(t)− ri(t).

Входной поток di(t) задан.

В модели незамкнутой автострады появляются еще две ячейки: нулевая,

являющаяся въездом, для нее задан входной поток f−1(t), и (K + 1)-я, яв-

ляющаяся съездом. В модели кольцевой автострады последняя, K-я ячейка,

соединена с первой.

В § 1.3 предлагаются определения и способы вычисления пропускной

способности и уровня загруженности автострады.

В п. 1.3.1 вводится понятие контролируемого уровня концентраций, ис-

пользуемое в дальнейшем.

В п. 1.3.2 речь идет о пропускной способности автострады. Задача о

пропускной способности возникает в результате решения задачи о минимиза-

ции функционала общего времени в пути

T (τ, ϑ) =
ϑ∑
t=τ

K∑
i=1

qi(t) +
ϑ∑
t=τ

K+1∑
i=0

ni(t),

в модели незамкнутой автострады, и

T (τ, ϑ) =
ϑ∑
t=τ

K∑
i=1

(qi(t) + ni(t)),

в модели кольцевой автострады, за счет ограничения потоков со въездов r

и f0. Пусть входные потоки d и f−1 постоянны. Обозначим r̄i = min{di, Ri},

f̄0 = min{f−1, F0}. Задачи о пропускной способности имеют следующий вид:
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в модели незамкнутой автострады

0 ≤ fi ≤ F d
i , i = 1, . . . , K + 1,

0 ≤ fi/β
f
i − fi−1 ≤ r̄i, i = 1, . . . , K + 1,

0 ≤ f0 ≤ f̄0,

K∑
i=1

βsi

βfi
fi + fK+1 → max;

(2)

в модели кольцевой автострады

0 ≤ fi ≤ F d
i , i = 1, . . . , K,

0 ≤ fi/β
f
i − fi−1 ≤ r̄i, i = 1, . . . , K,

K∑
i=1

βsi

βfi
fi → max .

(3)

Пропускной способностью автострады называется решение задач (2) или (3)

при больших входных потоках, а именно di ≥ Ri, f−1 ≥ F0.

В модели незамкнутой автострады задача (2) и, в частности, задача о

пропускной способности автострады решается явно. Сначала определяются

максимальные потоки f̄i. Максимальные входные потоки r̄ и f̄0 уже опреде-

лены; f̄i = min{βfi (f̄i−1 + r̄i), F
d
i }, i = 1, . . . , K+ 1. После этого определяются

максимальные равновесные потоки f ∗: f ∗K+1 = f̄K+1, f ∗i−1 = min{f ∗i /β
f
i , f̄i−1}.

Пропускная способность незамкнутой автострады есть

K∑
i=1

βsi

βfi
f ∗i (F0, R) + f ∗K+1(F0, R).

В модели кольцевой автострады вычисляются величины

F ∗i = min

{
F d
i , F

d
i+1

1

βfi+1

, F d
i+2

1

βfi+1β
f
i+2

, . . . , F d
i+K−1

K−1∏
k=1

1

βfi+k

}
.

Здесь и далее, если речь идет о модели кольцевой автострады, индексы i, j,

такие, что i ≡ j (mod K), соответствуют одной и той же ячейке. Вводятся

функции f̄i(·): f̄0(fK) = fK , f̄i(fK) = min{βfi (f̄i−1(fK)+ r̄i), F
d
i }. i = 1, . . . , K.
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Утверждение. Если f̄K(F ∗K) ≥ F ∗K, то вектор f ∗(F ∗K) является решением

задачи (3).

Утверждение. Если f̄K(F ∗K) < F ∗K, то на отрезке [0, F ∗K ] существует един-

ственный корень f ∗K уравнения f̄K(fK) = fK, и максимум в задаче (3) до-

стигается на векторе f ∗(f ∗K).

В п. 1.3.3 предлагается определение уровня загруженности автостра-

ды. Для этого выбирается некоторый контролируемый уровень концентра-

ций n∗, например, соответствующий решению задачи о пропускной способно-

сти. Уровнем загруженности автострады предлагается считать наименьшее

число шагов по времени, необходимое для приведения вектора плотностей n

системы во множество n ≤ n∗ за счет ограничения потоков со въездов r

(rdi (t) = min{vri qi(t), Ri, ui(t)}), а также f0, в модели незамкнутой автостра-

ды (fd0 (t) = min{v0n0(t), F0, u0(t)}). Таким образом,

c(t) = c(n(t)) = min
u(·)

min{∆t ≥ 0: n(t+ ∆t) ≤ n∗}.

Показано, что существует максимальный уровень загруженности незамкну-

той автострады, в то время как уровень загруженности кольцевой автострады

может быть неограниченно большим.

В главе 2 описывается множество равновесий в модели незамкнутой

и кольцевой автострады при постоянных входных потоках d, а также f−1, в

модели незамкнутой автострады, и исследуется устойчивость всех положений

равновесия.

Под равновесием понимается такое состояние системы, в котором не ме-

няются число автомобилей в каждой основной ячейке ni и все потоки со

въездов и между ячейками f , r. При этом, в равновесии число автомобилей

перед въездом qi либо не изменяется, если ri = di, либо растет с постоянной

скоростью di − ri, если di > ri.

В § 2.1 показано, что потоки между основными ячейками f зависят

от потоков со въездов линейно, f = f(r) в модели кольцевой автострады,
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f = f(f0, r) в модели незамкнутой автострады, и получены явные формулы

для этих зависимостей. Вводятся понятие допустимого, строго допустимого

и недопустимого входного потока. Входной поток называется допустимым,

если (1) в модели кольцевой автострады: для всех i = 1, . . . , K, справедли-

во неравенство fi(r̄) ≤ F d
i , (2) в модели незамкнутой автострады: для всех

i = 1, . . . , K+1, справедливо неравенство fi(f̄0, r̄) ≤ F d
i . Здесь, как и прежде,

f̄0 = min{f−1, F0}, r̄i = min{di, Ri}. Входной поток является строго допусти-

мым, если для всех i указанные неравенства выполнены строго.

Понятно, что для недопустимого входного потока в любом положении

равновесия по крайней мере на одном въезде будет расти очередь.

В § 2.3–§ 2.4 исследуется структура множеств всех равновесных пото-

ков и концентраций.

Теорема. В модели незамкнутой автострады равновесные потоки f и r

единственны и определяются по следующему правилу.

Вычисляются максимальные потоки между ячейками f̄i, i = 1, . . . , K,

а также максимальный исходящий поток из последней ячейки f̄K+1:

f̄i = min{βfi (f̄i−1 + r̄i), F
d
i }, i = 1, . . . , K + 1.

Равновесный исходящий поток из (K + 1)-й ячейки равен максималь-

ному своему значению: fK+1 = f̄K+1. Пусть уже определено равновесное

значение потока fi для некоторого i ∈ {1, . . . , K + 1}. Тогда потоки fi−1, ri

определяются по следующему правилу.

1. Если f̄i−1 ≤ pfi−1fi/β
f
i , то fi−1 = f̄i−1, ri = fi/β

f
i − f̄i−1.

2. Если r̄i ≤ prifi/β
f
i , то ri = r̄i, fi−1 = fi/β

f
i − r̄i.

3. Если же f̄i−1 > pfi−1fi/β
f
i и r̄i > prifi/β

f
i , то fi−1 = pfi−1fi/β

f
i ,

ri = prifi/β
f
i .
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При этом, если входной поток является допустимым, то r = r̄, f0 = f̄0,

f = f(f̄0, r̄).

Обозначим nui = nui (f, r) = fi/(β
f
i vi), n

c
i = nci(f, r) = Ni − (ri + fi−1)/wi,

введем множества индексов U и C: U = {i : fi/pfi < ri+1/p
f
i+1, fi < F d

i },

C = {i : ri < r̄i, fi−1 + ri < F s
i } в модели кольцевой автострады, а в модели

незамкнутой автострады

C = {i : ri < r̄i, fi−1 + ri < F s
i } ∪ {1, если f0 < f̄0, f0 + r1 < F s

1}.

Для индексов i ∈ U в положении равновесия выполнено равенство ni = nui , а

для i ∈ C выполнено равенство ni = nci .

Рассматривается множество «узких» участков

I = {i ≤ K : fi = F d
i или fi + ri+1 = Fi+1}.

Пусть I = {i1, . . . , iM}, где M — число элементов множества I, индек-

сы i1, . . . , iM упорядочены по возрастанию. Рассмотрим множества участков

между соседними узкими участками Sm = {i : im−1 < i ≤ im}, где в модели

незамкнутой автострады i0 = 0, SM+1 = {iM + 1, . . . , K + 1}, а в модели

кольцевой автострады S1 = {iM + 1, . . . , K, 1, . . . , i1}. Вычислим индексы

ium =

im−1, U ∩ Sm = ∅,

max(U ∩ Sm), U ∩ Sm 6= ∅,
icm =

im + 1, C ∩ Sm = ∅,

min(C ∩ Sm), C ∩ Sm 6= ∅.

Для равновесных векторов n компоненты с индексами из разных мно-

жеств Sm определяются независимо.

Множество равновесных векторов n, соответствующих заданным пото-

кам f , r будем обозначать как E = E(f, r).

Теорема. В модели незамкнутой автострады множество E(f, r) предста-

вимо в виде декартова произведения E =
⊗M+1

m=1 Em, где множество EM+1

состоит из единственного вектора, EM+1 = {(nuiM , . . . , n
u
K)}, а остальные
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множества Em, m = 1, . . . ,M , состоят из единственного вектора,

Em = (nuim−1+1, . . . , n
u
ium
, ncicm, . . . , n

c
im

),

если icm− ium = 1, или, если icm− ium > 1, представляются в виде объединения

Em =

icm−1⋃
h=ium+1

Ehm,

где
Ehm = {(nim−1+1, . . . , nim) : ni = nui , i < h,

nuh ≤ nh ≤ nch,

ni = nci , i > h}.

В модели кольцевой автострады равновесные потоки не единственны.

Множество равновесных потоков можно условно разделить на две части.

В первой части выполнено хотя бы одно из условий (1) r = r̄, или (2) fi = F d
i

для некоторого i. Для первой части множество E равновесных n определяется

следующим образом.

Теорема. Множество E в модели кольцевой автострады имеет следующий

вид.

Опишем сначала случай I = ∅. Здесь E = {nu}, если U 6= ∅, E = {nc},

если C 6= ∅, и E = nu, nc, если U = C = ∅.

Если же I 6= ∅, то E =
⊗M

m=1 Em, множества Em, как и в модели

незамкнутой автострады, состоят из единственного вектора,

E = (nuim−1+1, . . . , n
u
ium
, ncicm, . . . , n

c
im

),

или же представимы в виде

Em =

icm−1⋃
h=ium+1

Ehm,

где, как и в модели незамкнутой автострады,

Ehm = {(nuim−1+1, . . . , n
u
h−1, nh, n

c
h+1, . . . , n

c
im

), nuh ≤ nh ≤ nch}.
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Во второй части множества равновесий модели кольцевой автострады

для всех равновесных потоков n = nc(f, r). Второй части, в частности, при-

надлежит равновесие f = 0, r = 0, n = N . Принадлежат ли второй части

множества равновесий еще какие-либо точки, зависит от величины

γ =
K∏
i=1

1

βfi
×

∏
i : r̄i>0

pfi−1.

Так, если γ > 1, то, кроме нулевых потоков и максимальной плотности, дру-

гих равновесий во второй части нет. Если γ < 1, то вторая часть может

содержать еще одну точку. Если же γ = 1, то вторая часть множества рав-

новесий содержит целый отрезок или полуинтервал равновесных потоков и

соответствующих им концентраций nc. Точка f = 0, r = 0 является концом

этого отрезка или полуинтервала.

В § 2.5 исследуется устойчивость всех положений равновесия. Посколь-

ку длина очереди не входит в определение равновесия и может меняться,

дополнительно требуется, чтобы в начальный момент времени выполнялось

равенство rdi (0) = r̄i.

Теорема. В модели незамкнутой автострады все равновесия устойчивы.

Для любого положения равновесия ne вектор n(t + 1) зависит от n(t)

линейно в областях {n ≥ ne}∩{‖n−ne‖ < ε}, {n ≤ ne}∩{‖n−ne‖ < ε} для

некоторого малого ε > 0. Точнее, n(t+ 1)− ne = A+(n(t)− ne), если n ≥ ne,

‖n− ne‖ < ε, и n(t+ 1)− ne = A−(n(t)− ne), если n ≤ ne, ‖n− ne‖ < ε, где

A−, A+ — матрицы с неотрицательными компонентами.

Все элементы матриц A± для произвольного равновесия выписаны явно.

Для матрицы A ∈ RK×K определим функционал

γ(A) =
K∏
i=1

ai,i+1 ×
K∏
i=1

1

wi
.

Напомним, что wi — скорость роста затора в ячейке i.

18



Теорема. В модели кольцевой автострады положение равновесия ne явля-

ется неустойчивым, если и только если одно из чисел γ(A−), γ(A+) стро-

го больше единицы. Положение равновесия ne является асимптотически

устойчивым, если γ(A±) < 1 и все элементы главных диагоналей мат-

риц A± строго меньше единицы.

В частности, для равновесия f = 0, r = 0, n = N неравенство γ ≤ 1

является критерием устойчивости, а неравенство γ < 1 — критерием асимп-

тотической устойчивости.

В главе 3 предлагается математическая модель автострады с выделен-

ными полосами и алгоритм управления состоянием автострады посредством

изменения стоимости въезда в платные полосы. При разработке алгоритма

управления существенно используются результаты первых двух глав, касаю-

щиеся пропускной способности автострады и структуры множества равнове-

сий.

Математическая модель автострады с выделенными полосами, пред-

ставленная в § 3.1, получается из модели незамкнутой автострады путем

разделения каждой основной ячейки автострады на две: первая ячейка со-

держит все платные полосы исходной ячейки, вторая — бесплатные полосы. В

каждом узле, таким образом, может быть до трех входящих соединений (две

основные ячейки выше по течению и въезд) и до трех исходящих соединений

(две основные ячейки ниже по течению и съезд). Величины, относящиеся к

платным полосам, обозначаются верхним индексом 1, а величины, относящи-

еся к бесплатным полосам — верхним индексом 2.

Стоимость въезда в платные полосы влияет на коэффициенты расщеп-

ления потоков со въездов. Изменяя стоимость въезда в платные полосы,

алгоритм стремится поддерживать платные полосы в состоянии свободно-

го движения, используя при этом пропускную способность платных полос

полностью. Условие максимального использования пропускной способности
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платных полос важно потому, что без него могут быстрее расти очереди на

въездах, и даже водители, готовые заплатить за въезд в платные полосы,

вынуждены ждать своей очереди перед въездом на автостраду.

Предполагается, что на каждом шаге известно текущее состояние систе-

мы, но нет никакой информации о входных потоках на следующих шагах.

В п. 3.2.2 разбираются два условия, обеспечивающих максимальное ис-

пользования пропускной способности платных полос: условие миимизации

скорости роста очереди перед въездом ri(t) → max и условие максимизации

входящего потока для основных ячеек автострады βfi−1(f
1
i−1(t) + f 2

i−1(t)) +

+ ri(t)→ min.

В п. 3.2.3 строится координиированное управление коэффициентами

расщепления потоков со въездов. Для этого вычисляется максимальный кон-

тролируемый уровень концентраций (определен в главе 1) и соответствующие

ему потоки f 1,∗: f 1,∗
K+1 = F 1

K+1, f
1,∗
i = min{F 1,d

i , f 1,∗
i+1/β

f
i+1}, i = K, . . . , 1. Далее

определяются максимальные равновесные потоки для платных полос f 1,e,

как если бы пропускные способности существующих въездов были достаточ-

но большими. Поясним это. Пусть i1 < i2 < · · · < iM — индексы участков,

перед которыми есть въезды. Обозначим iM+1 = K + 2. Максимальные рав-

новесные потоки для выделенных полос f 1,e определяются следующим об-

разом: f 1,e
im

= f 1,∗
im

, f 1,e
i = βfi f

1,e
i−1, i = im + 1, . . . , im+1 − 1. Предлагаемый

алгоритм управления стремится поддерживать суммарное число автомоби-

лей между соседними въездами на уровне, не превышающем
∑im+1−1

i=im
n1,e
i , где

n1,e
i = f 1,e

i /(βfi vi). Кроме того, алгоритм стремится обеспечить, чтобы сум-

марный входящий поток для ячеек со въездом не превосходил максимального

равновесного потока. Если где-то возникает затор на платных полосах, це-

левые уровни суммарного числа автомобилей между въездами для участков

вверх по течению могут быть уменьшены.

В § 3.3 приводится обоснование предложенного алгоритма. Доказыва-

ются следующие утверждения. Речь идет только о платных полосах, поэтому
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верние индексы 1 опущены.

Теорема. Пусть n(t) ≤ ne и для всех ячеек со въездами im, m = 1, . . . ,M ,

выполнено неравенство rim(t) ≤ f eim/β
f
im
− fdim−1(t). Тогда n(t+ 1) ≤ ne.

Теорема. Пусть f e — равновесный поток, но не обязательно максималь-

ный равновесный поток. Пусть на каждом шаге t выполнены неравенства
im+1−1∑
i=im

ni(t) ≤
im+1−1∑
i=im

nei

для каждой пары соседних въездов (im, im+1), и

fim−1(t) + rim(t) ≤ f eim/β
f
im
, f sim(t) ≥ f eim−1

для каждой ячейки со въездом im.

Тогда для любого ε > 0 найдется момент времени T = T (ε), начиная

с которого будут выполняться неравенства ni(T + ∆t) ≤ nei + ε для всех i

и для всех ∆t = 0, 1, 2, . . . , где nei = f ei /(β
f
i vi).

В условиях этой теоремы неравенство
im+1−1∑
i=im

ni(t) ≤
im+1−1∑
i=im

nei

можно заменить на условие

lim sup
t→+∞

im+1−1∑
i=im

ni(t) ≤
im+1−1∑
i=im

nei .

В заключении кратко сформулированы основные результаты, полу-

ченные в диссертации.

Основные результаты работы

1. Предложены понятия пропускной способности и уровня загруженности

автострады для дискретной модели кольцевой и незамкнутой автостра-

ды. Получен способ вычисления пропускной способности кольцевой и

незамкнутой автострады.
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2. Описано множество положений равновесия в моделях незамкнутой и

кольцевой автострады. Доказано, что в модели незамкнутой автостра-

ды все равновесия являются устойчивыми. Получен критерий устойчи-

вости равновесий в модели кольцевой автострады.

3. Предложен алгоритм управления состоянием незамкнутой автострады

с помощью выделенных платных полос. Цель управления — поддержи-

вать выделенные полосы в состоянии свободного движения, при условии

максимального использования их пропускной способности.
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