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Введение

За последние десятилетия количество научных работ, посвященных мо-

делированию эволюции, значительно увеличилось. В этой области развиваются

существующие и появляются новые направления исследования: предбиологи-

ческая эволюция, теория квазивидов, нейтральная эволюция, популяционная

генетика, искусственная жизнь, эволюционные алгоритмы. Различные прило-

жения эволюционных моделей (такие как онкология и вирусология [1–3], линг-

вистика [4;5], экономика и финансы [6–9]) повышают интерес к поиску не только

численных, но и аналитических решений. Модели, лежащие в основе современ-

ных исследований, были предложены еще в 70–80е годы прошлого столетия:

модели Эйгена [10; 11], Кроу–Кимуры [12], теоретико-игровые модели с репли-

каторными уравнениями [13; 14] и другие. При этом многие аналитические ре-

зультаты для классических эволюционных моделей были получены значительно

позже [15–20].

Среди множества подходов к математической формализации эволюцион-

ных процессов особое место занимает описание динамики в виде систем диф-

ференциальных уравнений в частных производных. Дарвиновская методоло-

гия [21–24] предполагает определение единицы эволюции — репликатора — и ее

основных движущих сил: мутации и отбора. В зависимости от того, каким обра-

зом эти силы представлены в моделях, возникают различные классы реплика-

торных систем. Если рассматривать только действие отбора, которое выража-

ется в модели в приспособленности (то есть в интенсивности воспроизводства)

репликатора, то возможны два случая: постоянные величины приспособлен-

ности, как в модели Мальтуса [25], и функциональная зависимость значения

приспособленности от типа репликатора [15]. Аналогичные случаи возникают и

в моделях с мутацией: модели квазивидов [10] и репликации-мутации [26]. Такой

подход накладывает ряд ограничений на область применимости и адекватность

модели, поскольку не учитывает характеристики реальных репликаторных си-

стем, среди которых выделим несколько: изменчивость функции приспособлен-

ности и интенсивности мутации под влиянием как внутренних, так и внешних

факторов, и пространственную распределенность.
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Под внутренней нестабильностью репликаторной системы понимают из-

менчивость параметров эволюции в результате ошибочного копирования репли-

катора: возникающие типы репликаторов могут демонстрировать новое поведе-

ние под действием как отбора, так и мутации. Наиболее яркий пример такого

поведения — мутаторный эффект в геноме, внимание к котрому было привле-

чено более сорока лет назад после работы Л. Леба [27]. Предполагается, что

нарушения в гене-мутаторе, отвечающем за точность репликации, приводят к

существенному повышению интенсивности мутации и, как следствие, к боль-

шому количеству генетических изменений в новых поколениях репликаторов,

что характерно для раковых клеток [2; 28–30]. Данный феномен был иссле-

дован методами статистической физики, а для некоторых постановок моделей

с геном-мутатором были получены приближенные результаты [31; 32]. Первые

аналитические выражения для стационарного состояния мутаторной системы

получены А. Нагар и К. Джейн для частного случая — линейной функции

приспособленности [33]. Существующие результаты для классических эволю-

ционных моделей [17;34–37] дают основание полагать, что применение форма-

лизма Гамильтона—Якоби будет успешно и для данной проблемы и позволит

получить точные решения. В работах [38] и [39] предложена новая модель с

геном-мутатором, исследование которой легло в основу Главы 1.

Другое направление исследований связано с изменчивостью внешней сре-

ды репликаторной системы и, соответственно, параметров эволюционных моде-

лей. В отличие от предыдущего класса задач, изменения не являются эндоген-

ными, а наступают с некоторой вероятностью или характеризуются временны-

ми циклами. В биологической интерпретации это означает, что структура гено-

ма или популяции в явном виде не затрагивается, но вся система подвергается

новым условиям эволюционной борьбы. В частности, при частотнозависимом

отборе, может меняться тип функции приспособленности. В данной работе бу-

дем полагать, что эволюционный процесс протекает в двух различных глобаль-

ных состояниях в конечной популяции, которые меняются с некоторой вероят-

ностью, как в модели с генным саморегулированием [40]. Для теоретико-игровой

постановки проблемы разрабатывается новая математическая модель [41], пред-

ставляющая собой обобщение для классической репликаторной системы на слу-

чай двух различных случайно меняющихся режимов поведения. Следуя ра-

боте [42], в которой были получены результаты для модификаций основного
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уравнения химической кинетики, используем метод уравнений Гамильтона—

Якоби [17] для анализа усредненных характеристик системы. Близкая пробле-

ма в теории игр связана с парадоксом Паррондо [43]: построение выигрышной

стратегии за счет манипулирования очередностью между двумя потенциально

проигрышными. Основные результаты, полученные для динамики предложен-

ной модели, представлены в Главе 2.

Еще в 1994 году Р. Дурретт и С. Левин в работе [44] обсуждали различные

подходы к моделированию пространственной динамики на примере популяци-

онной задачи “ястребы-голуби” [14]. В качестве базового и наиболее просто-

го подхода рассматривается метод самосогласованного поля (с использованием

обыкновенных дифференциальных уравнений), при котором полагается, что

попарное взаимодействие индивидов в достаточно большой и однородной попу-

ляции равновероятно. К моделям, учитывающим влияние пространства, авторы

отнесли три основных типа, исследование которых последующие десятилетия

привлекало внимание ученых: островные модели [45;46], к которым можно от-

нести и модели на графах [47; 48]; модели реакции-диффузии [49; 50]; системы

взаимодействующих частиц, в которых индивиды рассматриваются дискретно

при явно заданном пространстве [51; 52]. Большая часть работ в этой области

посвящена установлению связи между характеристиками базовых моделей и

их пространственных аналогов, а также выявлению новых свойств, которые

могут появиться в системе под влиянием пространственной структуры. Так, в

статье [51] на примере ряда популяционных задач показывается, что возмож-

ность сосуществования видов в пространственно распределенном случае можно

определить из свойств соответствующей динамической системы. В настоящем

исследовании рассматривается модель реакции-диффузии [53] для асимметрич-

ных биматричных эволюционных игр, основные результаты для которых изло-

жены в Главе 3.

Целью данной работы является исследование модификаций классиче-

ских эволюционных моделей, позволяющих учитывать такие свойства реальных

репликаторных систем, как пространственная распределенность, изменчивость

внешней среды и внутренняя нестабильность.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие

задачи:
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1. Анализ существующих исследований по моделированию репликатор-

ных систем.

2. Исследование влияния гена-мутатора на свойства репликаторных си-

стем.

3. Исследование влияния неустойчивости внешней среды на свойства ре-

пликаторных систем. Пример теоретико-игровой задачи с переменной

матрицей выплат.

4. Исследование влияния пространственной распределенности на свой-

ства репликаторных систем.

5. Разработка пакета компьютерных программ для численного моделиро-

вания эволюции репликаторных систем.

Научная новизна:

1. Впервые для функции приспособленности общего вида были предло-

жены и исследованы математические модели эволюции ДНК с геном-

мутатором, основанные на классических моделях Эйгена и Кроу—Ки-

муры. Модели представлены в виде систем дифференциальных урав-

нений большой размерности. При бесконечно большой длине генома

предложен континуальный аналог модели, основанный на уравнениях

Гамильтона—Якоби. Вычислены стационарные характеристики систе-

мы: средняя приспособленность в популяции и среднее состояние гена

в популяции. Получен параметрический портрет системы.

2. Для континуального аналога предложенной эволюционной модели с

геном-мутатором с помощью метода характеристик была вычислена

динамика среднего значения распределения в популяции.

3. Разработана и исследована теоретико-игровая эволюционная модель с

переменной матрицей выплат, для которой в рамках формализма Га-

мильтона—Якоби получены уравнения для динамики среднего значе-

ния распределения и дисперсии распределения в популяции.

4. Исследована пространственно распределенная модель репликаторной

системы, описывающей асимметричную биматричную игру. Проведен

анализ устойчивости пространственно однородного решения.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. В континуальной модели эволюции ДНК с геном-мутатором, построен-

ной на основе классической модели Кроу—Кимуры, вычислены стацио-
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нарные характеристики системы: средняя приспособленность и среднее

состояние гена в популяции.

2. С помощью численного решения систем дифференциальных уравнений

Кроу—Кимуры большой размерности с геном-мутатором доказана вы-

сокая точность решений континуального аналога построенной модели.

3. Для теоретико-игровой задачи с переменной матрицей выплат разра-

ботана модель, основанная на системе основных дифференциальных

уравнений химической кинетики, для которой получено численное ре-

шение. Построен континуальный аналог модели, вычислены динами-

ческие характеристики системы: динамика среднего распределения и

дисперсии распределения.

4. Разработана пространственно распределенная модель типа реакция-

диффузия для репликаторной системы, описывающей асимметричную

биматричную игру. Доказана теорема сохранения устойчивости про-

странственно однородного решения.

Интерпретация и практическая значимость полученных результа-

тов:

– На основании работ других авторов, посвященных мутаторному эф-

фекту, можно сделать вывод о применимости исследованной модели с

геном-мутатором к анализу эволюции рака и вирусов. В данной работе

доказано, что фазы соответствующей системы зависят от двух различ-

ных параметров мутации, а не от одного, как в случае классической

модели квазивидов. Это позволяет предложить более точную версию

терапии в рамках концепции летального мутагенеза, в которой управ-

ляющее воздействие переводит систему из неблагоприятной фазы в по-

тенциально безопасную.

– Исследованная теоретико-игровая модель с переменной матрицей вы-

плат расширяет границы применимости классических игровых задач

на случай изменчивой внешней среды. Полученные результаты могут

быть использованы для прогнозирования поведения агентов и состоя-

ния системы.

– Пространственно распределенные эволюционные модели являются бо-

лее реалистичными, чем сосредоточенные. Пространственно однород-

ные решения помогают прогнозировать характерные паттерны поведе-
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ния во всей популяции. Возможность вычислить пространственно неод-

нородные решения позволяет исследовать эволюционное разнообразие,

которому благоприятствует неоднородность популяции.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались на:

– секции “Математика и механика” XVIII Международной научной кон-

ференции студентов, аспирантов и молодых ученых “Ломоносов–2011”

(Москва, МГУ имени М.В. Ломоносова, 11–15 апреля 2011 г.);

– IV международной конференции “Математические модели и численные

методы в биоматематике” (Москва, ИВМ РАН, 11–12 октября 2012 г.);

– секции “Системный анализ” научной конференции “Тихоновские чтения

2014” (Москва, МГУ имени М.В. Ломоносова, 27–30 октября 2014);

– международной конференции “Mathematical Models in Ecology and

Evolution” (Париж, 7–10 июля 2015)

– секции “Системный анализ” научной конференция "Тихоновские чтения

2015"(Москва, МГУ имени М.В. Ломоносова, 27–30 ноября 2015);

– VII международной конференции “Математические модели и численные

методы в биологии и медицине” (Москва, ИВМ РАН, 30 октября – 3

ноября 2015 г.);

– научно-исследовательском семинаре “Прикладные задачи системного

анализа” кафедры системного анализа факультета ВМиК МГУ имени

М.В. Ломоносова под руководством академика РАН, профессора А. Б.

Куржанского (ноябрь 2015 г.);

– XXIII Международной конференции “Математика. Компьютер. Обра-

зование” (Дубна, ОИЯИ, 25–30 января 2016).

Личный вклад. Личный вклад автора состоит в разработке математических

моделей, представленных в первых трех главах диссертации, разработке чис-

ленного метода решения соответствующих систем уравнений и его программной

реализации, описанных в Главе 4 и Приложении А. Постановка и ход научных

исследований в рамках первых двух глав осуществлялись под руководством

д.ф.-м.н. Саакяна Д. Б. Все основные результаты этих глав опубликованы в

статьях [38;39;41] в соавторстве с проф. Ху Ч.-К. и проф. д.ф.-м.н. Братусем А.

С., участвовавших в обсуждении результатов и вносивших ценные замечания.

Постановка задач третьей главы диссертации осуществлялась проф. д.ф.-м.н.

Братусем А. С. Результаты четвертой главы опубликованы в [54] в соавтор-
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стве с Ериклинцевым И. В., консультировавшим автора в области численных

методов и оптимизации программного средства, разработанного для моделиро-

вания репликаторных систем. В работах, опубликованных с соавторами, вклад

диссертанта был определяющим.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в

7 печатных изданиях , 5 из которых изданы в журналах, рекомендованных

ВАК [38;39;41;53;54], 2 — в тезисах докладов [55;56].

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, четы-

рёх глав, заключения и двух приложений. Полный объём диссертации состав-

ляет 150 страниц с 25 рисунками и 3 таблицами. Список литературы содержит

229 наименований.
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Обзор литературы

В естественных науках способность к воспроизводству относят к фунда-

ментальным свойствам жизни. Живые системы развиваются и эволюциониру-

ют под действием многих факторов. В борьбе за выживание и право оставить

потомство биологические единицы этих систем (многоклеточные организмы,

вирусы или клетки) конкурируют и кооперируются между собой, взаимодей-

ствуют с внешней средой и приспосабливаются к ее условиям. Принципы, опи-

сывающие, как это сложное поведение элементов приводит к многообразию

форм живых систем, легли в основу эволюционной теории. Ч. Дарвин в своей

знаменитой работе о происхождении видов [21] выделил три основных меха-

низма: наследственность, изменчивость и естественный отбор. С точки зрения

современной биологии, эти механизмы заключаются в передаче генетической

информации при размножении организмов, ошибках копирования этой инфор-

мации и влиянии ее на репродуктивный успех носителя.

Понятие репликации (от лат. replicatio — возобновление, повторение)

явлется центральным в дарвинизме и определяет границу между живым и

неживым в природе. Под репликацией в общем смысле понимают копирование

или удвоение, применяя этот термин не только к ДНК или РНК, но и к объек-

там различной природы [57]. Сам объект, способный воспроизводиться и обла-

дающий наследственной изменчивостью, называется репликатором [58, стр. 24].

Несмотря на кажущуюся простоту последнего термина, существуют несколько

подходов к его определению, задающих различные эволюционные онтологии.

Эволюционный биолог Р. Докинз определяет репликатор как любую сущ-

ность во вселенной, с которой сделаны копии (например, в [59]). Под такое опре-

деление попадают и сущности, не эволюционирующие в классическом смысле

(книги при тиражировании, многие химические соединения при автокатализе и

т.д.). Чтобы конкретизировать тип рассматриваемой сущности, Докинз вводит

две классификации: “активные” и “пассивные” репликаторы, “зародышевого” и

“тупикового” пути. Первое разделение отражает вовлеченность репликатора в

собственное копирование, второе — возможность оставить неограниченно длин-

ную линию потомков. Когда в работах по эволюционной биологии репликатор
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позиционируется как единица естественного отбора, имеется в виду “активный

репликатор зародышевого пути” на языке Докинза.

Другой известный популяризатор науки Д. Дойч в работе “Структура ре-

альности” [60] предлагает называть репликатором любой объект, который по-

буждает определенные среды его копировать. При этом Дойч подчеркивает,

что репликаторы не обязаны иметь биологическое происхождение, приводя в

пример компьютерные вирусы. Такое абстрактное понимание эволюционного

процесса, позволяющее использовать общую эволюционную методологию для

различных областей знания, восходит к работам Д. Т. Кэмпбелла [61; 62]. Впо-

следствии эта концепция получила название “универсального дарвинизма” [22]

и породила волну дискуссий философов науки о границах применимости дар-

виновских принципов вне биологического контекста. В частности, авторы работ

[23; 63] предложили версию “генерализованного дарвинизма” для общественно-

экономических процессов. По их мнению, дарвинизм включает в себя общую

теорию эволюции всех открытых сложных систем, а его основные идеи при-

менимы ко всем уровням, где возникает дарвиновская триада. За подробным

историческим и философским анализом “дарвиновской метафизики” можно об-

ратиться к работе М. фон Сюдова [24].

С эпистемологической точки зрения сложный процесс эволюции сводит-

ся к некоторым универсальным схемам и общей системе категорий. Возникает

вопрос, можно ли обобщенно описать эволюционный феномен, выявляя каче-

ственные и количественные закономерности? В теоретической физике анало-

гичные вопросы получили положительный ответ значительно раньше, чем в

биологии, во многом благодаря математическому моделированию. Математи-

ческие модели позволяют систематизировать накопленный экспериментальный

опыт и формулировать фундаментальные законы, а с развитием кибернетики

еще и имитировать те процессы, время протекания которых слишком велико

для наблюдений.

В математической биологии модели эволюции можно разделить на два

класса в зависимости от типа репликатора: модели молекулярной эволюции и

модели популяционной динамики. Первый класс задач связан c копированием

генетической информации (ДНК или РНК в виде нуклеотидной последователь-

ности) в результате бесполого или полового размножения. Информационный ас-

пект жизни впервые привлек внимание биологов в середине прошлого столетия
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под влиянием книги Э. Шредингера [64], в которой были развиты и популя-

ризированы идеи Н. В. Тимофеева–Ресовского и соавторов [65] о механизмах

наследственности и мутации. Шредингер заложил традицию говорить о биоло-

гических процессах в терминах статистической физики и обозначил возникшее

направление исследований вопросом: “Как могут физика и химия объяснить

те явления в пространстве и времени, которые имеют место внутри живого

организма?” Позже, после книги Д. К. Уильямса [66], гены стали интерпре-

тироваться как информация, обладающая двумя базовыми свойствами: само-

воспроизводство и участие в формировании фенотипа носителя. В дальнейшем

теория Докинза, изложенная в книге “Эгоистичный ген” [67], постулировала

доминирующую роль генов в эволюции. При этом носители генетической ин-

формации были отнесены в категорию транспортных средств, участвующих в

эволюционном процессе под воздействием “интереса” генов. В постановке, сло-

жившейся в описанной субпарадигме, репликатором является ген или фраг-

мент генома, а интерес для исследования представляет изменение информации

и соответствующего фенотипа через ошибки копирования. Особенностью этого

взгляда на эволюцию является внимание к физической структуре репликатора,

характерное для моделей квазивидов [10;11], гиперцикла [68] или нейтральной

эволюции [69], рассматривающихся в данной работе.

Второй обширный класс задач связан с динамикой структуры неоднород-

ных популяций. В этом случае исследуется изменение относительной числен-

ности типов в популяции, выделяющихся в соответствии с фенотипом особей.

При этом изменения генотипа особей явно не учитываются, а эффективность

размножения напрямую зависит от фенотипа. Большинство моделей популя-

ционной динамики [25;70] описывают воспроизводство типов без учета наслед-

ственной изменчивости. Особую роль в этом классе играют методы теории игр,

применение которых к биологическим проблемам дало начало целому направ-

лению исследований — эволюционной теории игр [15; 71; 72]. Наиболее ранние

попытки в этом направлении были предприняты еще в первой половине 20–го

века Р. Фишером [73] для анализа балансового соотношения полов в популяции,

но его идеи не были изложены в теоретико-игровой терминологии. Первые ди-

намические модели в этой области были изучены Р. Левонтиным [74], а позже

детально исследованы в работах Д. Мейнарда Смита [14; 75; 76] и Р. Аксель-

рода [77; 78]. В рассматриваемой постановке реплицируются стратегии особей,
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наиболее успешные из которых закрепляются в популяции под действием отбо-

ра. В настоящей работе будут рассмотрены системы данного класса, описыва-

емые репликаторными уравнениями (описание которых изложено ниже).

Рисунок 1 — Условная схема модели эволюции Ч. Дарвина [79].

Оба описанных выше класса соответствуют общей дарвиновской модели,

которую можно представить в виде условной схемы на рисунке 1, предложенной

В. В. Курейчиком и В. М. Курейчиком в [79, Гл.1].

Таким образом, для математической формализации эволюционного про-

цесса необходимо задать репликатор и закон, определяющий интенсивность

его копирования, учесть частоту ошибок, а также включить в рассмот-

рение дополнительные факторы, такие как пространственная распределен-

ность, рекомбинации и делеции, в зависимости от цели моделирования.

Данную методологию можно расширить, если рассматривать несколь-

ко уровней биологической иерархии, на которых ведется естественный от-

бор [80; 81]. После работы Р. Левонтина [82] обсуждаются различные объек-

ты селекции: молекулы, клетки, индивиды и популяции, виды и сообщества.

Частный случай теории многоуровневой селекции был предложен и разработан

философом Д. Л. Халлом [83–85], добавившим наряду с репликатором вторую

атомарную единицу эволюции — интерактор, имеющую смысл транспортного

средства. Хотя существует и противоположная тенденция: в работе [86] анали-

зируется разделенный репликатор, а процесс репликации определяется через
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различные комбинации трех компонент: “взаимодействие”, “синтез” и “память”

(модель ISM). В другой серии исследований [87–89] оспаривается необходимость

определять какую-либо сущность как репликатор для задания эволюционного

процесса.

Процессы репликации возникают во многих областях, помимо биологии:

экономике, культуре, лингвистике. Разнообразие и несхожесть этих контекстов

ставит под сомнение универсальность применения эволюционных моделей. Со-

гласно работе [63], репликация в любой сфере может быть корректно описа-

на, если выполнены четыре условия: причинная обусловленность, подобие, пе-

редача информации и обусловленность механизмов воспроизводства. То есть

предполагается, что сущность должна иметь отношение к причине своего ко-

пирования, по крайней мере, без ее участия копия невозможна. Механизмы

копирования реплицируются вместе с самой сущностью и также подвержены

ошибкам копирования. Такие механизмы представляют собой “программы”, ре-

агирующие на входные сигналы с информацией о конкретном окружении и

регулирующие передачу инструкций от репликатора к интерактору.

Вне зависимости от природы, репликатор можно трактовать как “самовос-

производящуюся, самодовлеющую, структурированную, относительно изменчи-

вую информационную целостность (т.е. Gestalt)” [90]. Б. Н. Пойзнер и Э. А. Сос-

нин [91, стр. 54] выделяют классы репликаторов по четырем уровням распро-

странения информации: на физическом уровне (синергетическая информация),

на уровне РНК и ДНК (генетическая информация), на уровне нервных клеток

(поведенческая информация), на уровне языка как основы коммуникации (ло-

гическая информация). Таким образом, репликатор может быть унифицирован-

ным понятием дарвинизма и выступать как “многосторонний методологический

посредник”, общая категория для синтезирующих наук таких, как нелинейная

динамика, теория нейронных сетей, меметика и некоторых других.

Одно из направлений исследований эволюции небиологических систем —

упомянутая выше меметика — вдохновлено введенным Р. Докинзом [67] поня-

тием мема как единицы культурной информации. Значительный вклад в разви-

тие этой предметной области внесли Д. К. Деннет [92] и С. Блэкмор [93], идеи

которых активно подвергаются критике [94; 95]. Блэкмор называет первым ре-

пликатором ген, а мем — вторым, определяя его как любую информацию, ско-

пированную от одного индивида к другому: привычки, навыки, шутки, песни
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и истории. Позже была предложена концепция третьего репликатора [96], ос-

нованная на технологических эволюционных процессах. В литературе можно

встретить и другие примеры необычных репликаторов: реакция иммунной си-

стемы на антигены [85], юнгеровские архетипы в когнитивной психологии или

“языковые игры” у Л. Витгенштейна [91], гипотезы в науке, фонемы, слова или

синтаксические конструкции в языках, финансовые операции в экономике [97].

Типы репликаторных моделей.

Для упрощения по умолчанию будет использоваться биологическая интерпре-

тация эволюционного процесса, но полагается, что аналогичные модели могут

быть предложены для репликаторов другого типа. В данной работе понятие ре-

пликатора будет применяться в терминологии А. В. Маркова [58], а вне биологи-

ческого контекста будет определяться отдельно. Под репликаторной системой

будем понимать множество репликаторов в определенных условиях внешней

среды с заданным механизмом взаимодействия между репликаторами. Успех

того или иного репликатора выражается средним количеством его копий в сле-

дующем поколении, которое обычно задается с помощью функции приспособ-

ленности. То есть типу репликатора ставится в соответствие его интенсивность

воспроизводства, заданная постоянной величиной или зависящая от структуры

популяции. Процесс изменения во времени распределения частот репликато-

ров в таких системах называют репликаторной динамикой. Рассмотрим далее

основные математические подходы к описанию такой динамики [98].

A. Уравнения репликации-мутации.

В этом классе описываются эволюционные процессы, протекающие под вли-

янием обоих базовых факторов: мутации и отбора. При этом отбор в общем

случае зависит от распределения разных генотипов в популяции, что выража-

ется с помощью частотнозависимой функции приспособленности. Если считать

репликаторы геномами, обозначить их количество в системе равным 𝑛 и часто-

ту генома с номером 𝑖 за 𝑥𝑖, то структура популяции имеет вид x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Уравнение динамики такой системы имеет вид:

�̇�𝑖 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑗𝑓𝑗(x)𝑞𝑗𝑖 − 𝑥𝑖𝜑. (1)

Здесь и далее �̇�𝑖 обозначает производную по времени, 𝑓𝑖(x) — функция при-

способленности, то есть репродуктивный успех, соответствующий геному с но-
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мером 𝑖, 𝑞𝑗𝑖 задает вероятность мутации из одного генотипа в другой: 𝑗 → 𝑖,

а 𝜑 =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑥𝑗𝑓𝑗(x) — среднюю приспособленность в популяции. Такая поста-

новка используется в различных приложениях: популяционной генетике [99],

автокаталитических системах [100], эволюционной теории игр [101] и теории

эволюции языка [102].

B. Уравнения квазивидов.

Название класса берет начало от работ М. Эйгена [10;11], в которых предложена

гипотеза возникновения макромолекул РНК. Предполагается, как и в предыду-

щем случае, что эволюционный процесс определяется мутацией и отбором, но

их интенсивности заданы некоторыми известными величинами. Схематически

это может быть представлено, как на рисунке 2 [79]. В результате наблюдает-

ся распределение последовательностей, близких к оптимальной с точки зрения

приспособленности. Такая полиморфная популяция была названа квазивидом.

Если в уравнении репликации–мутации (1) положить 𝑓𝑗(x) = 𝑓𝑗,∀𝑗, полу-
чим

�̇�𝑖 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑥𝑗𝑓𝑗𝑞𝑗𝑖 − 𝑥𝑖𝜑. (2)

Рисунок 2 — Условная схема эволюции в модели квазивидов [79].

Эти модели демонстрируют, как динамические системы с относительно

простыми параметрами и взаимосвязями могут иметь контринтуитивное по-

ведение [86]. Для них характерны два различных режима: (i) репликаторы c
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максимальным значением приспособленности и их ближайшие мутантные ко-

пии составляют большинство в популяции, (ii) приспособленность не влияет

на относительную численность репликатора. Фазовый переход между этими

режимами соответствует критическому значению интенсивности мутаций, на-

зываемому порогом ошибок [68].

С. Репликаторные уравнения.

Тип уравнений, описывающий механизмы естественного отбора через

теоретико-игровой подход, был предложен в работе [13] и широко представ-

лен во многих исследованиях [15; 72; 103]. В общем виде, если в уравнении (1)

исключить эффект мутации, имеем

�̇�𝑖 = 𝑥𝑖(𝑓𝑖(x)− 𝜑). (3)

Заметим, что приспособленность отдельного генотипа зависит от структуры

популяции и, в частности, может быть задана как линейная функция. Ес-

ли рассматривать игру в нормальной форме с матрицей выплат A размера

𝑛 × 𝑛, характеризующей попарное взаимодействие репликаторов в популяции

(в зависимости от генотипа), то приспособленность для 𝑖–го типа можно за-

писать как 𝑓𝑖(x) =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗, а средняя приспособленность будет иметь вид

𝜑 =
∑︀𝑛

𝑖=1

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑥𝑖𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗.

В работе [104] термин “репликаторное уравнение” применяется к диффе-

ренциальным уравнениям вида (3) с точностью до нормировочной константы

𝑐 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖, 𝑐 > 0. При этом если 𝑓𝑖(x) — полином порядка 𝑘, то репликатор-

ное уравнение считается порядка 𝑘. Частные случаи уравнения первого поряд-

ка [104]: уравнение Фишера для закона Харди–Вайнберга, уравнение Лотки–

Вольтерры и уравнение гиперциклической реакции.

D. Адаптивная динамика.

Подход, обобщающий динамику, основанную на репликаторных уравнени-

ях [15]. Структура популяции x определяется распределением по типам или

стратегиям, заданным непрерывными переменными. При этом популяция счи-

тается однородной: большинство использует стратегию x, кроме некоторых ин-

дивидов, имеющих стратегию y = x + h. Если выплату последних обозначить

A(y,x), то их относительное преимущество будет равно A(y,x)−A(x,x). То-
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гда динамика системы определяется уравнениями:

�̇�𝑖 =
𝜕

𝜕𝑦𝑖
A(y,x), (4)

где производная вычисляется в точке y = x. Таким образом, некоторое коли-

чество “мутантов” в популяции пробуют применить новые стратегии, близкие

к x и вся популяция эволюционирует в наиболее перспективном направлении.

Более общая постановка:

ṗ =
𝜕𝑓(y,p)

𝜕y

⃒⃒⃒⃒
p=y

, (5)

где p — величина, характеризующая какой-либо признак или генотип, меняю-

щаяся в соответствии с градиентом отбора. Приспособленность задается функ-

цией попарного сравнения таких величин 𝑓(y,p).

E. Уравнение Прайса.

Подход, предложенный Р. Г. Прайсом [105;106], позволяет работать с эволюци-

онным процессом на разных уровнях действия отбора. В частности, уравнение

такого типа было предложено в основополагающей работе по родственному от-

бору [107]. Основное уравнение имеет вид:

�̇�(p) = 𝐶𝑜𝑣(𝑓,p) + 𝐸(ṗ), (6)

p = (𝑝1, . . . ,𝑝𝑛) имеет тот же смысл, что при адаптивной динамике: 𝑝𝑖 — числен-

ное значение некоторого признака индивида 𝑖, проявляющегося с частотой 𝑥𝑖.

Здесь p̄ = 𝐸(p) =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑥𝑗𝑝𝑗 — среднее значение рассматриваемого признака

по популяции, 𝐶𝑜𝑣(𝑓,p) =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑥𝑗𝑓𝑗𝑝𝑗 − 𝑓 · p̄ — ковариация между значением

признака и приспособленностью, задающая действие отбора. При этом 𝐸(p)

отражает влияние изменений внешней среды.

Если, помимо отбора, включить в уравнение (6) мутацию, получим:

�̇�(p) = 𝐶𝑜𝑣(𝑓,p) + 𝐸(ṗ) + 𝐸(𝑓Δ𝑚p), (7)

где 𝐸(𝑓Δ𝑚p) =
∑︀

𝑗 𝑥𝑗𝑓𝑗Δ𝑚𝑝𝑗 — среднее значение мутации, Δ𝑚𝑝𝑗 =
∑︀

𝑖 𝑞𝑖𝑗(𝑝𝑖 −
𝑝𝑗) — ожидаемое изменение признака при мутации 𝑖→ 𝑗.

Заметим, тем не менее, что обозначения, используемые в (6), были сфор-

мулированы в оригинальной работе иначе. В качестве 𝑥𝑖(𝑡) предлагалось рас-
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сматривать относительную численность индивидов в момент времени 𝑡, полу-

ченных из типа 𝑖 в момент 0. Такая постановка позволяет учитывать любые

формы мутации и селекции непосредственно в (6). В работе [108] показана экви-

валентность такого типа уравнению репликации-мутации, при этом (6) названо

уравнением Прайса в репликаторной форме.

На рисунке 3 показана карта взаимосвязей между типами уравнений [108],

где все двунаправленные стрелки означают эквивалентность. Обоснование всех

переходов можно найти в том же исследовании.

Рисунок 3 — Взаимосвязь различных уравнений, описывающих

репликаторные системы [108].

Данное исследование посвящено двум типам систем B и C, позволяю-

щим учесть независимо влияние мутации и влияние структуры популяции на

приспособленность. Для этих систем будет предложен ряд модификаций, рас-

ширяющих область их применения за счет таких черт реальных задач, как

пространственная распределенность, изменчивость состояний природы и внут-

ренняя нестабильность.
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Глава 1. Модели эволюции при наличии гена-мутатора

В данной главе предложены и исследованы модификации эволюционных

моделей Эйгена и Кроу—Кимуры [38], позволяющие описать мутаторный эф-

фект: существенное влияние гена-мутатора как на интенсивности мутации, так

и на ландшафт приспособленности. Предпосылки к подобным модификациям

изложены в параграфе 1.1.1 в терминах возможных биомедицинских приложе-

ний. Актуальный обзор основных результатов, полученных для классических

моделей Эйгена и Кроу—Кимуры, можно найти в статье [109]. Также суще-

ствуют варианты моделей, учитывающие различные свойства эволюционных

процессов: рекомбинации [35;110–112], летальные мутации и отсекающий отбор

[113–115], многомерный ландшафт приспособленности [116], делеции и инсер-

ции [117]. Многочисленные работы посвящены применению статистической ме-

ханики к поиску решения в эволюционных моделях данного класса [16;118–128].

Предложенная нами модель описывается системой нелинейных диффе-

ренциальных уравнений большой размерности с функцией приспособленности

общего вида и дополнительным параметром мутации. В исследуемой системе

применяется переход к континуальному аналогу и формализму Гамильтона—

Якоби, что позволяет получить аналитические результаты для стационарных

характеристик и параметрического портрета системы, а также динамики рас-

пределения в популяции. Выделены три возможные фазы: неселективная, сме-

шанная и мутаторная. При этом показано, что интенсивности мутации в гене-

мутаторе необходимо задавать независимо от интенсивности мутации в основ-

ной части генома: именно варьирование комбинации этих параметров обеспечи-

вает переход системы в неселективную фазу, которая ассоциируется с доброка-

чественным типом опухоли в онкологии. Также для стационарного состояния

вычисляется доля мутаторного аллеля в популяции. Получено, что дикий и

мутаторный типы могут доминировать в популяции в смешанной фазе в зави-

симости от длины генома. Основные обозначения, использованные в Главе 1,

представленны в таблице параграфа 1.6.
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1.1 Введение

1.1.1 Предпосылки к построению модифицированных моделей:

гены-мутаторы и мутаторный эффект

В реальных биологических системах гены-мутаторы, как уже было сказа-

но выше, оказывают сильное воздействие на эволюционную динамику, меняя

интенсивности как мутации, так и репликации. В сущности, модель, подхо-

дящая для описания мутаторного эффекта, должна охватывать два явления:

геномной нестабильности [2; 27–29; 129; 130] и клональной эволюции [131–133].

Анализ этих явлений имеет важное прикладное значение: позволяет глубже

понять причины и механизмы развития рака. С первым явлением связано од-

но из центральных направлений применения моделей статистической физики в

онкологии [134]. Модели клональной эволюции (к которым относят все модели

репликации, не учитывающие структурные изменения последовательности, в

частности, рассмотренные версии моделей квазивидов) широко представлены

в литературе, от ранних работ Эйгена и Кимуры [10–12; 68] до более сложных

нелинейных задач для онкологических приложений [131–133;135].

Гипотеза мутаторного эффекта была предложена Л. Лебом еще в сере-

дине 70–х годов [27]. Полагается, что если развитие рака происходит в след-

ствие одной или двух мутаций, как при наследственной ретинобластоме, то

применимы модели с относительно простой эволюционной динамикой. Но для

большей части злокачественных образований требуется минимум три мутации-

водителя, а клинически диагностируемая раковая опухоль характеризуется

сильной неоднородностью и огромными значениями числа накопленных му-

таций: 104 − 105 [30]. Такая нестабильность объясняется изменениями в гене,

участвующем в репликации или репарации (гене-мутаторе), то есть отвечающем

за точность копирования или за исправление ошибок в геноме, что приводит

к высокой интенсивности мутации других генов [136] и ускоренной эволюции

раковых клеток по сравнению с нормальными.

Попытки предложить и проанализировать модели, описывающие эволю-

ционную динамику при наличии гена-мутатора, предпринимались в более ран-
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них работах [31; 33; 137]. В работе Д.Кесслера и Г.Левина [31], вдохновленной

экспериментальными результатами для E. coli [138], обсуждается, как в есте-

ственных популяциях отбор может благоволить к более высоким темпам му-

тации. Авторы предлагают упрощенную модель с линейной функцией приспо-

собленности, в которой исследуются условия, приводящие к отбору против или

в пользу мутаторного типа (генотипа с мутаторным аллелем). Таким образом,

впервые ставится вопрос о переходе системы в различные состояния под воздей-

ствием гена-мутатора и выводятся некоторые приближенные результаты для

стационарного распределения популяции.

В более поздней статье А.Нагар и К.Джейн [33] рассматривается модифи-

кация модели квазивидов со специальным типом функции приспособленности —

мультипликативной функцией. Классическая теория квазивидов [10;12], уже об-

суждавшаяся во введении и более подробно описанная в разделе 1.1.2, модели-

рует эволюцию бесконечной популяции бинарных последовательностей под дей-

ствием двух движущих сил: мутации и отбора. Наиболее значимый результат

этой теории — существование фазового перехода в системе при изменении ин-

тенсивности мутации [10;139], известного в литературе как “порог ошибок”, для

некоторых типов ландшафта приспособленности. Если интенсивность мутации

мала, наблюдается селективная фаза, в которой геномные последовательности

организуются в квазивид в окрестности последовательности с максимальной

приспособленностью. Если интенсивность мутации возрастает, эволюционное

движение к пику приспособленности заменяется “размыванием” популяции по

всему пространству последовательностей (неселективная фаза). Возвращаясь

к обсуждению работы [33], в которой была предпринята попытка описать воз-

можные состояния системы с геном-мутатором, заметим, что термин “фаза”

использовался авторами менее формально. Основным критерием для выделе-

ния фаз авторы выбрали долю мутаторных последовательностей в популяции: в

нормальной фазе популяция полностью состоит из последовательностей дикого

типа (вырожденный случай, соответствующий классическим моделям квазиви-

дов без мутации в гене-мутаторе), в смешанной фазе сосуществуют оба типа

(дикий и мутаторный), в мутаторной фазе популяция состоит из мутаторных

последовательностей. Было показано, что малые интенсивности мутаций гена-

мутатора приводят к так называемой смешанной фазе с низкой долей мутаторов

в популяции, тогда как увеличение интенсивности мутации гена-мутатора при-
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водит к мутаторной фазе, при которой большинство популяции характеризуется

мутаторным аллелем. Упрощенная феноменологическая модель с постоянными

интенсивностями мутации была изучена в [137], кроме того, можно упомянуть

недавний обзор по теме [140]. Описанные подходы к анализу возможных состоя-

ний системы приводят к новой идее: исследовать возможные фазовые переходы

в системе и составить параметрический портрет, учитывая и параметр мутации

в основной части (как в теории квазивидов), и мутацию гена-мутатора (как в

работе [33]).

1.1.2 Классические модели эволюции

Модель Эйгена в непрерывном времени.

Эволюционные модели Эйгена и Кроу—Кимуры относятся к классу мик-

роскопических моделей с бесконечными популяциями. Каждая из них может

быть формализована в виде линейной системы дифференциальных уравнений

с ненормированными переменными или нелинейной системы основных кинети-

ческих уравнений для относительных численностей. Первоначально дискретная

модель Эйгена [10] была предложена для репликации макромолекул в процессе

рождения жизни.

Рассмотрим модель подробнее, используя ее в более широком контексте

для описания последовательного независимого действия мутации и отбора на

репликатор, и приведем ее детальную формализацию. В биологической интер-

претации задачи описывается процесс эволюции молекулы ДНК (или РНК),

представленной в виде нуклеотидной цепочки длины 𝐿. Каждый нуклеотид ко-

дируется одним из значений ±1: 𝜉𝜃 = +1 для пуринов (А, Г), 𝜉𝜃 = −1 для

пиримидинов (Т, Ц), 𝜃 = 1, . . . ,𝐿. Заметим, что двухсимвольный алфавит ис-

пользуется для упрощения и значения 𝜉𝜃 могут быть заданы на всем наборе из

четырех возможных нуклеотидов [141]. Отдельный генотип ассоциируется с би-

нарной последовательностью 𝑆𝑖 ≡ (𝜉𝑖1, . . . , 𝜉
𝑖
𝐿), 𝑖 = 1, . . . 2𝐿, а мутации в нуклео-

тидной цепочке — с изменением значений элементов такой последовательности.

Количество изменений элементов 𝜉𝜃, которое требуется для перехода из состо-

яния 𝑆𝑗 в 𝑆𝑖, выражается расстоянием Хэмминга 𝑑𝑗𝑖 ≡ 𝑑𝑖𝑗 = (𝐿−
∑︀𝐿

𝜃=1 𝜉
𝑖
𝜃𝜉

𝑗
𝜃)/2.
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Иными словами, число мутаций, переводящих 𝑗–й генотип в 𝑖–й, равно 𝑑𝑖𝑗. Про-

странство последовательностей S состоит из всех 2𝐿 возможных цепочек опре-

деленной длины. В реальных биологических приложениях число нуклеотидов

𝐿 имеет порядок, равный 103 для участков генома при секвенировании [142],

105− 106 для ряда бактерий [143], 109 для генома человека [144] или некоторых

видов растений [145], что позволяет использовать непрерывные аналоги модели

с 𝐿→ ∞.

Пусть 𝑛𝑖(𝑡) — численность последовательностей типа 𝑖 в момент времени

𝑡, тогда эволюционный процесс описывается системой уравнений:

𝑑𝑛𝑖
𝑑𝑡

=
𝑀∑︁
𝑖=1

𝑄𝑗𝑖𝑟𝑖𝑛𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, . . . ,𝑀, (1.1)

при известных начальных данных 𝑛𝑖(0) и𝑀 = 2𝐿. Функция приспособленности

𝑖-ой последовательности принимает постоянные по времени значения 𝑟𝑖 = 𝑓(𝑆𝑖).

Матрица переходаQ задана элементами𝑄𝑗𝑖, равными вероятностям мутации из

одного состояния в другое 𝑆𝑗 → 𝑆𝑖. Если обозначить за 𝑤 вероятность безоши-

бочной репликации одного нуклеотида и предположить, что различные позиции

копируются независимо, то 𝑄𝑗𝑖 = 𝑤𝐿−𝑑𝑖𝑗(1 − 𝑤)𝑑𝑖𝑗 . Точное копирование после-

довательности определяется диагональными элементами 𝑄𝑖𝑖 ≡ 𝑤𝐿 = 𝑒−𝛾, где

𝛾 = −𝐿 ln𝑤 ≈ 𝐿(1− 𝑤) — параметр мутации модели Эйгена.

Если ввести относительные численности 𝑝𝑖(𝑡) =
𝑛𝑖(𝑡)∑︀
𝑗 𝑛𝑗(𝑡)

при соответству-

ющих начальных значениях 𝑝𝑖(0), получим систему уравнений:

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑡

=
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑄𝑗𝑖𝑟𝑗𝑝𝑗(𝑡)− 𝑝𝑖(𝑡)

(︃
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗𝑝𝑗(𝑡)

)︃
. (1.2)

Переменные 𝑝𝑖 удовлетворяют условию
∑︀𝑀

𝑖=1 𝑝𝑖 = 𝑛 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 в произвольный

момент времени 𝑡. Не ограничивая общности, положим 𝑛 = 1. Тогда 𝑝𝑖(𝑡) —

вероятность обнаружить систему в состоянии 𝑖 в момент времени 𝑡 — задает

распределение на всем пространстве последовательностей S. Обозначим и рас-

смотрим в дальнейшем среднюю приспособленность, то есть математическое

ожидание значения приспособленности в популяции в некоторый момент вре-
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мени, за 𝑅(𝑡) :

𝑅(𝑡) =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖(𝑡)𝑟𝑖. (1.3)

Запишем систему (1.2) в матричной форме:

ṗ = QWp−𝑅p,

где p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑀)𝑇 , 𝑅 — средняя приспособленность (1.3). Тогда положение

равновесия этой системы определяется уравнением:

QWp = 𝑅p.

Из теоремы Фробениуса—Перрона следует, что существует наибольшее неотри-

цательное вещественное значение𝑅 и соответствующий ему собственный вектор

p > 0. Тогда решение p называется квазивидом. То есть для этой модели по-

казано, что в эволюционной перспективе в общем случае выживает не только

“самый приспособленный”, но и некоторое количество близких к нему типов.

Дискретная модель Эйгена.

Если в описанной выше модели ввести вероятности 𝑝𝑖 не в непрерывном

времени, а задать дискретную последовательность моментов 𝑛 ≥ 0, динамика

𝑝𝑖(𝑛) примет вид [122]:

𝑝𝑖(𝑛+ 1) =

∑︀𝑀
𝑗=1𝑄𝑗𝑖𝑟𝑗𝑝𝑗(𝑛)∑︀𝑀
𝑗=1 𝑟𝑗𝑝𝑗(𝑛)

. (1.4)

Здесь значение приспособленности 𝑖–го типа репликатора обозначено как 𝑟𝑖.

Линейная часть имеет вид:

𝑝𝑖(𝑛+ 1) =
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑄𝑗𝑖𝑟𝑗𝑝𝑗(𝑛).

Если положить 𝑛 достаточно большим, при этом ввести матрицу

Â ≡ {𝐴𝑖𝑗} = {𝑄𝑖𝑗𝑟𝑗},
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то при 𝐾 ≫ 1

𝑝𝑖(𝑛+𝐾) = 𝐴𝑖𝑗𝑝𝑗(𝑛) ∼ 𝜆𝐾max, (1.5)

где 𝜆max — максимальное собственное значение матрицы 𝐴, равное значению

средней приспособленности в стационарном состоянии [11;123].

Модель Кроу—Кимуры.

В классической постановке модель Кроу—Кимуры [12] описывает парал-

лельный процесс мутации и отбора. Используем те же обозначения для последо-

вательностей и приспособленности, что и для модели Эйгена. Тогда уравнения

для вероятностей 𝑝𝑖(𝑡) обнаружения 𝑖-й последовательности в момент 𝑡 можно

записать в форме:

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑡

= 𝑝𝑖(𝑡)

(︂
𝑟𝑖 −

∑︁𝑀

𝑗=1
𝑟𝑗𝑝𝑗(𝑡)

)︂
+

𝑀∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗𝑖𝑝𝑗(𝑡), (1.6)

где 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑀 = 2𝐿, как и в предыдущем случае, 𝑟𝑖 = 𝑓(𝑆𝑖) — значения

приспособленности 𝑆𝑖, а мутация введена в модель через элементы 𝜇𝑗𝑖 (интен-

сивности мутации из 𝑆𝑗 в 𝑆𝑖). Будем считать, что возможно изменение только

одной позиции единовременно, то есть расстояние Хэмминга между последова-

тельностями 𝑆𝑖 и 𝑆𝑗 равно 0 или 1. Если 𝑑𝑖𝑗 = 1, то 𝜇𝑗𝑖 = 𝜇0. При 𝑑𝑖𝑗 = 0 все

нуклеотиды копируются без ошибок, тогда 𝜇𝑖𝑖 = −𝜇0𝐿. В остальных случаях

𝜇𝑗𝑖 = 0, причем
∑︀

𝑖 𝜇𝑗𝑖 = 0.

Можно осуществить переход от дискретной модели Эйгена к модели

Кроу—Кимуры [123], если использовать в (1.4) подстановку 𝑝𝑖(𝑛Δ𝑡) = 𝑝𝑖(𝑛),

𝛾 = 𝜇0Δ𝑡, 𝑟 = exp (𝑟𝑖Δ𝑡), где Δ𝑡 обозначает длину каждого временного интер-

вала.

Как уже было отмечено, количество уравнений в модели равно 2𝐿, где

𝐿 — длина нуклеотидной цепочки. Если предположить, что ландшафт приспо-

собленности симметричен, количество уравнений снизится до 𝐿 + 1. То есть

допустим, что изменения приспособленности репликатора зависят только от

общего количества произошедших мутаций, а не от позиций, в которых произо-

шли эти нуклеотидные замены. Более формально, пусть существует некоторая

опорная конфигурация генома, которая без ограничения общности может быть

задана как 𝑆1 ≡ {+1, . . . , + 1}. Расстояние Хэмминга от последовательности с

номером 𝑖 до опорной будет равно 𝑑1𝑖 = 𝐿(1 − 𝑥𝑖)/2 (то есть число мутаций,
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разделяющих 𝑆1 и 𝑆𝑖), где параметр 𝑥𝑖 =
∑︀𝐿

𝜃=1 𝜉
𝑖
𝜃/𝐿. Это значение 𝑥𝑖 имеет

смысл среднего состояния одного элемента последовательности и линейно за-

висит от 𝑑1𝑖. Соответственно, приспособленность 𝑆𝑖 зависит только от 𝑥𝑖 [11]:

𝑓(𝑆𝑖) = 𝐿𝑓0(𝑥
𝑖), где 𝑓0 — некоторая функция одной переменной.

Количество мутаций 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝐿, отделяющих произвольную последо-

вательность от опорной, задает классы эквивалентности на пространстве по-

следовательностей (классы Хэмминга). Обозначим соответствующие значения

параметра 𝑥𝑖 ≡ 𝑥𝑙 = 1−2𝑙/𝐿. Всему классу с номером 𝑙 ставятся в соответствие

вероятности последовательностей 𝑆𝑖 из этого класса: 𝑃𝑙 =
𝐿!

𝑙!(𝐿−𝑙)!𝑝𝑖, а приспособ-

ленность для всего класса одинакова и равна 𝐿𝑓0(𝑥𝑙). В уравнении (1.6) сумма∑︀𝑀
𝑗=1 𝜇𝑗𝑖𝑝𝑗 содержит один ненулевой элемент для перехода 𝑙 → 𝑙 и 𝑙 и 𝐿 − 𝑙

ненулевых элементов для (𝑙 − 1) → 𝑙 и (𝑙 + 1) → 𝑙 соответственно. Система

уравнений для 𝑃𝑙(𝑡), 𝑙 = 0, . . . 𝐿, имеет вид [16]:

𝑑𝑃𝑙

𝑑𝑡
= 𝑃𝑙(𝑡) (𝐿𝑓0(𝑥𝑙)− 𝜇0𝐿−𝑅(𝑡)) + 𝜇0 ((𝐿− 𝑙 + 1)𝑃𝑙−1(𝑡) + (𝑙 + 1)𝑃𝑙+1(𝑡)) .

(1.7)

Перепишем уравнение (1.7) в матричной форме. Тогда отбор представлен

в системе диагональной матрицей с элементами 𝑟𝑙 = 𝑓0(𝑥𝑙):

W = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑟0, . . . , 𝑟𝑁).

При этом матрица мутации в системе имеет вид:

𝜇0Q = 𝜇0

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝑁 1 0 0 . . . . . . 0

𝑁 −𝑁 2 0 . . . . . . 0

0 𝑁 − 1 −𝑁 3 . . . . . . 0

0 0 𝑁 − 2 −𝑁 . . . . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 0

0 0 . . . . . . 2 −𝑁 𝑁

0 0 . . . . . . 0 1 −𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Система Кроу—Кимуры матричной форме:

Ṗ = (W + 𝜇0Q)P−𝑅P,

где P ≡ P(𝑡) = (𝑃0(𝑡), . . . ,𝑃𝑁(𝑡)) и известно P(0).
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Основные результаты для моделей Эйгена и Кроу—Кимуры.

Приведем обзор известных результатов, представленных в литературе для клас-

сических моделей.

1. Одна из целей исследования моделей Эйгена и Кроу—Кимуры — вы-

числение стационарных характеристик (средней приспособленности и

стационарного распределения в популяции) и динамики распределения.

Существует ряд альтернативных подходов к вычислению средней при-

способленности [109]: в [125] используются алгебраические методы в

модели Кроу—Кимуры, а работы [127;128] применяют методы кванто-

вой статистической механики. В статье [123] от уравнения (1.6) авторы

перешли к уравнению Шредингера в мнимом времени:

𝑑

𝑑𝑡

∑︁
𝑖

𝑝𝑖(𝑡)|S⟩ = −𝐻
∑︁
𝑖

𝑝𝑖(𝑡)|S⟩, (1.8)

где S — конфигурация 𝐿 спинов ±1, 𝜎𝑥, 𝜎𝑧 — матрицы Паули:

𝜎𝑥 =

(︃
0 1

1 0

)︃
, 𝜎𝑧 =

(︃
1 0

0 −1

)︃
,

действующие на возможные состояния спина:

(︃
1

0

)︃
и

(︃
0

1

)︃
.

Гамильтониан в этом случае имеет вид:

−𝐻 = 𝑓(𝜎𝑧1, . . . ,𝜎
𝑧
𝐿) + 𝜇0

𝐿∑︁
𝑖=1

(𝜎𝑥𝑖 − 1). (1.9)

Если задано начальное распределение 𝑝0𝑖 , то в момент 𝑡 можно вычис-

лить:

𝑝𝑗(𝑡) =

∑︀
𝑖 𝑝

0
𝑖 ⟨𝑆𝑗|𝑒−𝐻𝑡|𝑆𝑖⟩

𝑍
,

𝑍 =
∑︁
𝑖𝑗

𝑝𝑖(0)𝑍𝑖𝑗, 𝑍𝑖𝑗 = ⟨𝑆𝑗|𝑒−𝐻𝑡|𝑆𝑖⟩.

Cредняя приспособленность вычисляется как 𝑅 = lim𝛽→∞
𝑇𝑟 exp[−𝛽𝐻]

𝛽 ,

при этом используется метод Сузуки-Троттера [146; 147]. Выражение,
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полученное в рамках этого подхода, совпадает с приведенным ниже

результатом метода уравнений Гамильтона—Якоби.

2. Перепишем (1.6) в виде

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑡

=
𝑀∑︁
𝑗=1

𝐴𝑖𝑗𝑝𝑗 − 𝑝𝑗

𝑀∑︁
𝑗=1

𝑝𝑗𝑟𝑗, (1.10)

где 𝐴𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗𝑟𝑖 + 𝜇𝑗𝑖, а 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера. Системы нелинейных

уравнений (1.2) и (1.6) могут быть линеаризованы с помощью преобра-

зования, предложенного в [148;149]:

𝑝𝑖(𝑡) = 𝑝𝑖(𝑡) exp

(︂
−
∫︁ 𝑡

0

𝑅(𝜉)𝑑𝜉

)︂
,

где 𝑅 — средняя приспособленность (1.3). Здесь за 𝑝𝑗 обозначены ре-

шения линейной части уравнений:

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑡

=
∑︁

𝐴𝑖𝑗𝑝𝑗,

при этом переменные связаны равенством:

𝑝𝑖(𝑡) =
𝑝𝑖(𝑡)∑︀𝑀
𝑗=1 𝑝𝑗(𝑡)

.

В работе [11] была предложена асимптотическая формула в пределе

бесконечного времени:

𝑝𝑖(𝑡) ∼ exp(𝑅𝑡). (1.11)

Методами статистической физики (независимо от алгебраических, об-

суждавшихся выше) было получено, что значение средней приспособ-

ленности 𝑅 в стационарном состоянии
𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑡

= 0 можно вычислить как

максимальное собственное значение матрицы A [16].

3. В детерминированном случае для симметричного ландшафта можно

оценить распределение особей в квазивиде, скорость сходимости к это-

му распределению и условия, при которых стационарное распределение

имеет оптимальную приспособленность [150]. Для системы разностных
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уравнений [151]:

𝑋𝑙(𝑡+ 1) = 𝐾
∑︁
𝜎

𝜇𝜎𝑙𝑓𝜎𝑋𝜎(𝑡), (1.12)

где 𝑋𝑙 — число особей в классе Хэмминга 𝑙, 𝑡 — номер поколения,

𝐾 — коэффициент, обеспечивающий постоянство численности популя-

ции, 𝑓𝜎 = 𝑒𝑥𝑝(−𝛽𝑑𝜎1) — приспособленность особей в соответствующем

классе при интенсивности отбора 𝛽 и 𝜇𝜎𝜌 — элементы матрицы мутации

между классами Хэмминга 𝜎 и 𝑙. В приближении малых интенсивно-

стей мутации и отбора (1 ≫ 𝛽 ≥ 𝑝1 = 𝑝𝑁/2, где 𝑝1 — вероятность

однократных мутаций) и случайного начального распределения верно,

что квазивид может быть описан решением

𝑋𝑙 = 𝑛[𝑙!]−1(𝑝1/𝛽)
𝑙 exp(−𝑝1/𝛽),

при этом оценка времени сходимости к квазивиду: 𝑡𝑒𝑣 = 2/𝛽.

4. В данной работе будет использоваться метод перехода к уравнению Га-

мильтона—Якоби, предложенный в [17; 128] и обобщающий идеи, опи-

санные в предыдущих пунктах. Осуществляется подстановка:

𝑃𝑙(𝑡) ≡ 𝑃 (𝑥,𝑡) = exp[𝐿𝑢(𝑥,𝑡)], (1.13)

где 𝑥 = 1− 2𝑙/𝐿 ∈ [−1,1]. Получаем:

𝑃𝑙±1

𝑃𝑙
= ∓2

𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
(1 + 𝑜(1)). (1.14)

Тогда (1.7) переходит в уравнение Гамильтона—Якоби для 𝑢(𝑥,𝑡) [17;

34]:

𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑓0(𝑥)− 𝜇0 + 𝜇0

[︂
(1 + 𝑥)

2
exp

(︂
−2

𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

)︂
+

(1− 𝑥)

2
exp

(︂
2
𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥

)︂]︂
, (1.15)

𝑅 = max
−1≤𝑥≤1

(︁√︀
1− 𝑥2 − 1 + 𝑓0(𝑥)

)︁
. (1.16)



32

Аналогично, для модели Эйгена выведено выражение вида:

𝑅 = max
−1≤𝑥≤1

(︁
𝑓(𝑥)𝑒𝛾(

√
1−𝑥2−1)

)︁
. (1.17)

В этом случае в системе наблюдаются две фазы: селективная фаза с

𝑥 ̸= 0 и неселективная фаза с нулевым значением 𝑥 = 0 и средней

приспособленностью

𝑅 = 𝑓0(0), (1.18)

где можно положить 𝑓0(0) = 1. В селективной фазе популяция концен-

трируется на расстоянии Хэмминга 𝐿(1 − 𝑠)/2 от пиковой последова-

тельности, где 𝑠 задается уравнением [123]:

𝑅 = 𝑓0(𝑠). (1.19)

Эйгеновский порог ошибок определяется параметрами, при которых

значение 𝑅 (1.18) делает скачок к выражению (1.19).

1.2 Постановка задачи

Формализуем модификации моделей Эйгена и Кроу—Кимуры для опи-

сания мутаторного эффекта. Для этого класса моделей эволюции построим

континуальный аналог и проведем анализ статических и динамических харак-

теристик системы для функции приспособленности общего вида. Рассмотрим,

как меняется параметрический портрет системы по сравнению с классически-

ми моделями, выделим фазы и подфазы системы. Все полученные результаты

сопоставим с численными расчетами.

Модификация модели Кроу—Кимуры.

Во введении к данной главе мутаторный эффект уже был описан как

изменение интенсивности мутации в геноме, вызванное мутацией в специаль-

ном гене — гене-мутаторе. В этом случае с помощью ±1 проще кодировать не

отдельные нуклеотиды, а гены целиком, чтобы отражать непосредственно, в

каком состоянии (диком или мутантном) находится интересующий нас ген и
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его окружение. При этом размерность системы существенно снижается: оценка

минимальной длины генома — 151 [152] или 206 [143] генов, а геном человека

содержит 20000—25000 белок-кодирующих генов [144].

Пусть геном задается последовательностью из (𝐿+1) гена, которую фор-

мально можно разбить на две части: основную часть генома, содержащую 𝐿

генов, и один ген-мутатор, изменения в котором приводят к увеличению ин-

тенсивности мутации в основной части генома. Каждый ген имеет два аллеля,

кодируемых одним из двух символов 𝜉𝜃 = ±1, 𝜃 = 0, . . . , 𝐿. Последовательно-

сти 𝑆𝑖 = (𝜉1, . . . , 𝜉𝐿), 𝑖 = 1, . . . , 2𝐿, обозначают основную часть генома. Ген-

мутатор может находиться в одном из двух состояний: 𝜉0 = +1 кодирует дикий

тип гена-мутатора и соответствует нормальной динамике в основной части ге-

нома с интенсивностью мутации 𝜇1; если же состояние меняется на 𝜉0 = −1,

соответствующее мутантному типу, то интенсивность мутации в основной ча-

сти возрастает до 𝜇2. Изменение состояния самого гена-мутатора происходит с

интенсивностями мутации 𝛼1 (𝜉0 : +1 → −1) и 𝛼2 (𝜉0 : −1 → +1).

Мы предполагаем, что ландшафт приспособленности симметричный, то

есть приспособленность зависит только от количества мутаций 𝑙, отделяющих

геном от опорной последовательности (без ограничения общности опорная по-

следовательность, как и в классической модели Кроу—Кимуры, может быть

взята как 𝑆1 = (+1, . . . ,+1)). Изменения в основной части генома вычисляют-

ся через расстояние Хэмминга между 𝑆1 и 𝑆𝑖 : 𝑙 ≡ 𝑑1𝑖 = (𝐿 − Σ𝐿
𝜃=1𝜉𝜃)/2, а все

последовательности в одном классе Хэмминга имеют одинаковое значение при-

способленности. Для упрощения дальнейших выводов введем переменную 𝑥𝑙 =∑︀𝐿
𝜃=1 𝜉𝜃/𝐿, 𝑥𝑙 ∈ [−1, 1], имеющую смысл усредненного состояния гена в гено-

ме. Состояние системы описывается двумя вероятностными распределениями.

Вероятности обнаружить нормальную (с аллелем дикого типа гена-мутатора)

и мутаторную последовательности в классе Хэмминга с номером 𝑙 в момент

времени 𝑡 обозначим 𝑃𝑙(𝑡) и �̂�𝑙(𝑡) соотвественно, ∀𝑡 :
∑︀

𝑙(𝑃𝑙(𝑡) + �̂�𝑙(𝑡)) = 1.

Все допустимые переходы в системе могут быть представлены условной схе-

мой, изображенной на рисунке 1.1 стрелками.

Эволюция рассматриваемого вероятностного распределения 𝑃𝑙(𝑡), �̂�𝑙(𝑡) во

времени описывается следующей системой из 2(𝐿+1) дифференциального урав-
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Верхняя цепочка соотвествует геному с неактивным геном-мутатором (дикий
тип); нижняя — геному с увеличенной интенсивностью мутации (мутаторный
тип). Состояние системы описывается через переменную 𝑙 — число мутаций в
основной части генома.
Рисунок 1.1 — Схема возможных переходов между состояниями системы с

геном-мутатором.

нения:

𝑑𝑃𝑙(𝑡)

𝐿𝑑𝑡
= 𝛼2�̂�𝑙 + 𝑃𝑙 (𝑓(𝑥𝑙)− (𝜇1 + 𝛼1))

+𝜇1

(︂
𝑃𝑙−1

𝐿− 𝑙 + 1

𝐿
+ 𝑃𝑙+1

𝑙 + 1

𝐿

)︂
− 𝑃𝑙𝑅(𝑡),

𝑑�̂�𝑙(𝑡)

𝐿𝑑𝑡
= 𝛼1𝑃𝑙 + �̂�𝑙 (𝑔(𝑥𝑙)− (𝜇2 + 𝛼2)) (1.20)

+𝜇2

(︂
�̂�𝑙−1

𝐿− 𝑙 + 1

𝐿
+ �̂�𝑙+1

𝑙 + 1

𝐿

)︂
− �̂�𝑙𝑅(𝑡),

𝑅(𝑡) =
∑︁
𝑙

(︁
𝑃𝑙(𝑡)𝑓(𝑥𝑙) + �̂�𝑙(𝑡)𝑔(𝑥𝑙)

)︁
,

𝑥𝑙 = 1− 2𝑙/𝐿, 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝐿,

при известных начальных данных 𝑃𝑙(0), �̂�𝑙(0). Коэффициенты (𝐿 − 𝑙 + 1) и

(𝑙+1) появляются в уравнении (1.20) в компонентах перехода в соответствии с

комбинаторными формулами дя классов Хэмминга [16; 121]. Здесь 𝑓(𝑥𝑙) явля-

ется функцией приспособленности основной части генома дикого типа, 𝑔(𝑥𝑙) —

мутаторного типа. Поскольку изменения в гене-мутаторе влияют не только на

интенсивность мутации в геноме, но и на приспособленность, функции 𝑓(𝑥𝑙) и

𝑔(𝑥𝑙) могут отличаться. Заметим, что в ряде случаев 𝜇2 может в 10–100 пре-

восходить 𝜇1 [2; 29]. Кроме того, интенсивности мутации 𝛼1 и 𝜇1 отличаются,

поскольку 𝛼1 пропорционально количеству мутагенных локусов в геноме.
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Можно переписать (1.20) в матричной форме для вектора переменных

P(𝑡) = (𝑃0(𝑡), . . . ,𝑃𝑁(𝑡), �̂�0(𝑡), . . . ,�̂�𝑁(𝑡)), удобной для анализа стационарного

положения и последующего численного моделирования. Отбор вводится диаго-

нальной матрицей с элементами, равными приспособленностям соответствую-

щих классов 𝑓𝑙 = 𝑓(𝑥𝑙), 𝑔𝑙 = 𝑔(𝑥𝑙):

W = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑓0, . . . , 𝑓𝑁 , 𝑔0, . . . , 𝑔𝑁).

Мутациям соответствует блочная матрица (A𝑖,D𝑖 — квадратные матрицы по-

рядка (𝑁 + 1)× (𝑁 + 1))

M =

(︃
A1 D2

D1 A2

)︃
D𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝛼𝑖, . . . ,𝛼𝑖⏟  ⏞  

𝑁+1

)

𝐴𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑙 = 0 𝑙 = 1 𝑙 = 2 . . . 𝑙 = 𝑁

−𝑁(𝛼𝑖 + 𝜇𝑖) 𝜇𝑖 0 . . . 0

𝜇𝑖𝑁 −𝑁(𝛼𝑖 + 𝜇𝑖) 2𝜇𝑖 . . . 0

0 𝜇𝑖(𝑁 − 1) −𝑁(𝛼𝑖 + 𝜇𝑖) . . . 0

0 0 𝜇𝑖(𝑁 − 2) . . . 0

. . . . . . . . . . . . 0

0 0 0 . . . 𝑁𝜇𝑖

0 0 0 . . . −𝑁(𝛼𝑖 + 𝜇𝑖)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Ṗ = (W +M)P− 𝑟P, P(0) = P0. (1.21)

Как и в случае классической системы (1.1), можно исследовать систе-

му (1.20) в ненормированных переменных, имеющих смысл численностей под-

популяций с геномом из соответствующего класса Хэмминга: 𝑃𝑙 = 𝑃𝑙∑︀
𝑙(𝑃𝑙+𝑄𝑙)

,

�̂�𝑙 =
𝑄𝑙∑︀

𝑙(𝑃𝑙+𝑄𝑙)
. При известных начальных значениях 𝑃𝑙(0), 𝑄𝑙(0) получим:

𝑑𝑃𝑙(𝑡)

𝐿𝑑𝑡
= 𝛼2𝑄𝑙 + 𝑃𝑙 (𝑓(𝑥𝑙)− (𝜇1 + 𝛼1)) + 𝜇1

(︂
𝑃𝑙−1

𝐿− 𝑙 + 1

𝐿
+ 𝑃𝑙+1

𝑙 + 1

𝐿

)︂
,

𝑑𝑄𝑙(𝑡)

𝐿𝑑𝑡
= 𝛼1𝑃𝑙 +𝑄𝑙 (𝑔(𝑥𝑙)− (𝜇2 + 𝛼2)) + 𝜇2

(︂
𝑄𝑙−1

𝐿− 𝑙 + 1

𝐿
+𝑄𝑙+1

𝑙 + 1

𝐿

)︂
.

(1.22)
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В данной главе исследуются стационарные характеристики системы

(1.20): средняя приспособленность популяции 𝑅, среднее значение состояния

гена в популяции 𝑠, среднее значение состояния гена в последовательностях

дикого типа 𝑠1, среднее значение состояния гена в последовательностях мута-

торного типа 𝑠2, доля 𝑞 мутаторных последовательностей в популяции.

𝑅 =

∑︀
𝑙(𝑃𝑙𝑓(𝑥𝑙) +𝑄𝑙𝑔(𝑥𝑙))∑︀

𝑙(𝑃𝑙 +𝑄𝑙)
, 𝑠 =

∑︀
𝑙(𝑃𝑙 +𝑄𝑙)𝑥𝑙∑︀
𝑙(𝑃𝑙 +𝑄𝑙)

,

𝑠1 =

∑︀
𝑙 𝑃𝑙𝑥𝑙∑︀
𝑙 𝑃𝑙

, 𝑠2 =

∑︀
𝑙𝑄𝑙𝑥𝑙∑︀
𝑙𝑄𝑙

, 𝑞 =

∑︀
𝑙𝑄𝑙∑︀

𝑙(𝑃𝑙 +𝑄𝑙)
. (1.23)

Заметим, что говоря о стационарном состоянии, можно иметь в виду

как систему (1.20) при 𝑑𝑃𝑙

𝑑𝑡 = 0, 𝑑�̂�𝑙

𝑑𝑡 = 0, так и асимптотику системы (1.22)
𝑑𝑃𝑙

𝐿𝑑𝑡 = 𝑅𝑃𝑙,
𝑑𝑄𝑙

𝑑𝑡 = 𝑅𝑄𝑙.

В терминах эволюционного процесса 𝑠 показывает среднее количество на-

копленных мутаций на индивида в популяции �̄� : �̄� = (1 − 𝑠)𝐿/2. Максимум

распределения 𝑃𝑙 и 𝑄𝑙 достигается в 𝐿(1− 𝑠1)/2 и 𝐿(1− 𝑠2)/2 соответственно,

как показано в работе [36]. Следовательно, среднее значение приспособленно-

сти для дикого типа равно 𝑓(𝑠1), а для мутаторного типа — 𝑔(𝑠2). Получим

из (1.23):

𝑅 = 𝑞𝑔(𝑠2) + (1− 𝑞)𝑓(𝑠1). (1.24)

Вычисление средней приспособленности растущей популяции имеет ключевое

значение для понимания эволюционной динамики и является основным пред-

метом исследования первой части этой главы. В зависимости от параметров

модели, можно получить разные выражения для средней приспособленности,

соответствующие различным фазам системы. В этой части главы поставлены

следующие вопросы:

A. Наблюдаются ли селективная и неселективная фазы в системе и фазо-

вый переход между ними, как в классических моделях Эйгена и Кроу—

Кимуры?

B. Зависит ли среднее число накопленных мутаций в популяции от состо-

яния гена-мутатора, то есть совпадает ли среднее состояние гена для

дикого и мутаторного типов (𝑠1 = 𝑠2)?
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C. Возможна ли значительная доля нормальных геномов в популяции в

стационарном состоянии: 1− 𝑞 > 0?

D. Требуются ли поправки конечной длины 𝐿 для доли мутаторных по-

следовательностей в популяции 𝑞 при 𝐿 ∼ 104?

Указанные вопросы обсуждаются в параграфе 1.3, в котором показано, что

возможны как положительные, так и отрицательные ответы на каждый из них.

В отличие от классических моделей квазивидов, в данном случае эволюционная

картина зависит от длины генома.

Заметим, что эквивалентную систему с геном-мутатором для симметрич-

ного ландшафта приспособленности можно предложить на основе модели Эй-

гена.

1.3 Методы и результаты: вычисление стационарных

характеристик системы

1.3.1 Модель Кроу—Кимуры с геном-мутатором

Метод уравнений Гамильтона—Якоби.

Перейдем к континуальному аналогу системы (1.22) в пределе большой

длины генома, для которого применим метод уравнений Гамильтона—Якоби.

Используем в уравнениях (1.22) модифицированную подстановку [17;36;42]:

𝑃𝑙(𝑡) ≡ 𝑃 (𝑥,𝑡) = 𝑣1(𝑥,𝑡)𝑒
𝐿𝑢(𝑥,𝑡), 𝑄𝑙(𝑡) ≡ 𝑄(𝑥,𝑡) = 𝑣2(𝑥,𝑡)𝑒

𝐿𝑢(𝑥,𝑡), (1.25)

где 𝑥 = 1 − 2𝑙/𝐿, а функции в правой части подстановки дифференцируемы

по обоем переменным (𝑥,𝑡). При этом по сравнению с (1.13) вводятся весовые

функции 𝑣1, 𝑣2. Полагая вклад 𝑣1′𝑡, 𝑣2
′
𝑡 незначительным и опуская члены порядка

𝒪(1/𝐿), получим:

𝑣1

(︂
−𝑢′𝑡 + 𝑓(𝑥)− 𝛼1 + 𝜇1

(︂
1 + 𝑥

2
𝑒2𝑢

′
𝑥 +

1− 𝑥

2
𝑒−2𝑢′

𝑥 − 1

)︂)︂
+ 𝑣2𝛼2 = 0,

𝑣2

(︂
−𝑢′𝑡 + 𝑔(𝑥)− 𝛼2 + 𝜇2

(︂
1 + 𝑥

2
𝑒2𝑢

′
𝑥 +

1− 𝑥

2
𝑒−2𝑢′

𝑥 − 1

)︂)︂
+ 𝑣1𝛼1 = 0. (1.26)
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Где использовались равенства, аналогичные (1.14), 𝑃𝑙±1 = 𝑣1𝑒
𝐿𝑢±2𝑢′

𝑥(1 + 𝑜(1)) и

𝑄𝑙±1 = 𝑣2𝑒
𝐿𝑢±2𝑢′

𝑥(1+𝑜(1)), при этом обозначим 𝑝 ≡ 𝑢′𝑥 =
𝜕𝑢(𝑥,𝑡)
𝜕𝑥 и 𝑞 ≡ 𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡 = 𝑢′𝑡.

Рассматривая (1.26) как однородную систему уравнений относительно перемен-

ных 𝑣1 и 𝑣2, используем условие совместности, требуя, чтобы определитель си-

стемы равен 0 при невырожденном решении 𝑣1, 𝑣2. Из последнего условия мож-

но получить 𝑢′𝑡: 𝑢
′
𝑡+𝐻±(𝑥,𝑢

′
𝑥) = 0, обозначая гамильтониан системы как 𝐻±. На

корректность выбранной подстановки указывает отсутствие параметра 𝐿 дли-

ны генома в уравнении Гамильтона—Якоби в пределе больших 𝐿. Для вывода

выражения для средней приспособленности в популяции в стационарном состо-

янии системы используется гамильтониан, при этом решение этого уравнения

в явном виде не требуется.

Для общего случая имеем функцию Гамильтона:

−𝐻± =
𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)

2
− 𝛼1 + 𝛼2

2
+
𝜇1 + 𝜇2

2
𝑍(𝑥,𝑢′𝑥)±

1

2

√︁
(𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)− (𝛼1 − 𝛼2) + (𝜇1 − 𝜇2)𝑍(𝑥,𝑢′𝑥))

2 + 4𝛼1𝛼2, (1.27)

где

𝑍(𝑥,𝑢′𝑥) =

(︂
−1 +

1 + 𝑥

2
𝑒2𝑢

′
𝑥 +

1− 𝑥

2
𝑒−2𝑢′

𝑥

)︂
.

Заметим, что если 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥), 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼, 𝜇1 = 1, 𝜇2 = 𝜇, то выражение

сильно упрощается:

−𝐻± = 𝑓(𝑥)− 𝛼 +
1 + 𝜇

2
𝑍(𝑥,𝑢′𝑥)±

1

2

√︀
(1− 𝜇)2𝑍(𝑥,𝑢′𝑥)

2 + 4𝛼2. (1.28)

Следуя идее [17], будем ассоциировать среднюю приспособленность системы с

ее потенциальной энергией, при этом потенциальная функция имеет вид:

𝑉±(𝑥) = min
𝑝
[−𝐻±(𝑥,𝑝)]. (1.29)

Наличие прямой и обратной мутации гена-мутатора в системе

Кроу—Кимуры с геном-мутатором.

Рассмотрим гладкое решение системы (1.22) в пределе 𝐿 → ∞ и при

условии, что возможны обратные мутации гена-мутатора 𝛼1 ̸= 0, 𝛼2 ̸= 0. Для

континуализации используем метод, описанный выше: подстановку (1.22) и Га-

мильтониан системы (1.27). Для средней приспособленности 𝑅 в стационарном
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состоянии системы получим выражение, основанное на максимизации потенци-

альной функции по значению среднего состояния гена 𝑉± (1.29) [36]:

𝑅 = max
𝑥

[𝑉+(𝑥)],

𝑉±(𝑥) =
𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)

2
− 1 + 𝜇

2
− 𝛼1 + 𝛼2

2
+

1 + 𝜇

2

√︀
1− 𝑥2

±1

2

√︀
𝐴(𝑥)2 + 4𝛼1𝛼2, (1.30)

где 𝜇1 = 1, 𝜇2 = 𝜇, и 𝐴(𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)−𝛼1+𝛼2+(1−𝜇)(
√
1− 𝑥2−1). Выбор

знака в выражении (1.30) аналогичен проведенному в [17]. Численное моделиро-

вание системы (1.22) (более подробно обсуждающееся в Главе 4) демонстрирует

точность выражения (1.30). Пример сравнения численного результата для сред-

ней приспособленности системы (1.22) и аналитического результата (1.30) для

квадратичной функции приспособленности представлен в Таблице 1.1.

Рассмотрим распределение типов в популяции, характеризующееся в кон-

тинуальной версии системы функцией 𝑢(𝑥,𝑡). В точке максимума выполнено

𝑢′𝑥 = 0, 𝑢′𝑡 = −𝐻+ = 𝑅 при 𝑥 = 𝑠. Подставив это в уравнение (1.27), получим

выражение, связывающее среднюю приспособленность и среднее состояние гена

в популяции:

𝑅 =
𝑓(𝑠) + 𝑔(𝑠)− 𝛼1 − 𝛼2

2
+

1

2

√︀
(𝑓(𝑠)− 𝑔(𝑠)− 𝛼1 + 𝛼2)2 + 4𝛼1𝛼2. (1.31)

Уравнение (1.31) имеет место вне зависимости от выполнения равенства

𝑠1 = 𝑠2. Тем не менее, для случая 𝛼1 · 𝛼2 ̸= 0 численно подтверждено, что

верно 𝑠1 = 𝑠2. Подставляя выражения для 𝑅 в (1.26), имеем для 𝑠 и 𝑣2(𝑠)
𝑣1(𝑠)

в

стационарном состоянии:

𝑅 = 𝑓(𝑠)− 𝛼1 +
𝑣2(𝑠)

𝑣1(𝑠)
𝛼2,

𝑅 = 𝑔(𝑠)− 𝛼2 +
𝑣1(𝑠)

𝑣2(𝑠)
𝛼1. (1.32)

Здесь при 𝑡 → ∞ использовано обозначение 𝑣𝑘(𝑥) ≡ 𝑣𝑘(𝑥,𝑡), 𝑘 = 1,2. В пределе

по времени и при больших 𝐿, имеем 𝑞 = 𝑣2(𝑠)
𝑣1(𝑠)+𝑣2(𝑠)

. Для 𝑓(𝑥) ≡ 𝑔(𝑥), получим
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достаточно простое выражение из (1.32):

𝑞 =
𝛼1

𝛼1 + 𝛼2
. (1.33)

Утверждение 1. Пусть выполнены условия на параметры модели: 𝛼1 ̸= 0,

𝛼2 ̸= 0, 𝜇1 = 1, 𝜇2 = 𝜇. Тогда для стационарного состояния континуально-

го аналога системы с геном-мутатором (1.22), полученного с помощью под-

становки (1.25), значения средней приспособленности 𝑅 и среднего состояния

гена 𝑠 определяются уравнениями:

𝑅 = max
𝑥

[︂
𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)

2
− 1 + 𝜇

2
− 𝛼1 + 𝛼2

2
+

1 + 𝜇

2

√︀
1− 𝑥2 +

1

2

√︀
𝐴(𝑥)2 + 4𝛼1𝛼2

]︂
,

где 𝐴(𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)− 𝛼1 + 𝛼2 + (1− 𝜇)(
√
1− 𝑥2 − 1).

𝑅 =
𝑓(𝑠) + 𝑔(𝑠)− 𝛼1 − 𝛼2

2
+

1

2

√︀
(𝑓(𝑠)− 𝑔(𝑠)− 𝛼1 + 𝛼2)2 + 4𝛼1𝛼2.

Система Кроу—Кимуры без обратной мутации гена-мутатора.

В реальных задачах вероятность обратной мутации, позволяющей вер-

нуться от мутаторного типа к дикому, мала и может быть опущена из рассмот-

рения. Положим, что в исследуемой модели с геном-мутатором 𝛼2 = 0, 𝛼1 =

𝑎 > 0 (𝜇1 = 1, 𝜇2 = 𝜇). В таком случае выражения для потенциальной функции

𝑉±(𝑥) сохраняются как в (1.30), несколько упрощаясь, но для решения тре-

буются оба знака 𝑉+ и 𝑉−, а средняя приспособленность рассчитывается как

максимум этих функций.

При 𝑉−(𝑥) в уравнении (1.30) дает фазу мутатора (здесь используем

терминологию работы [33], но для строгого выделения фаз, как в работах М.

Эйгена — по значению средней приспособленности):

𝑅 = max
𝑥

[𝑔(𝑥) + 𝜇(
√︀
1− 𝑥2 − 1)],

𝑔(𝑠) = 𝑅. (1.34)

Если положить 𝑉+(𝑥) в уравнении (1.30), то выражения для средней при-

способленности и среднего состояния гена в смешанной фазе будет иметь
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вид:

𝑅 = max
𝑥

[𝑓(𝑥)− 𝑎+
√︀
1− 𝑥2 − 1],

𝑓(𝑠) = 𝑅. (1.35)

Следует ожидать, что независимое увеличение параметра 𝛼 будет провоциро-

вать переход в фазу мутатора, а увеличение параметра 𝜇 — напротив, сдела-

ет дикий тип эволюционно более перспективным. Кроме того, заметим, что в

смешанной фазе средняя приспособленность определяется функцией приспо-

собленности и интенсивностью мутации дикого типа. Тем не менее, числен-

ное моделирование для линейного ландшафта приспособленности 𝑓(𝑥) = 𝑘𝑥

или простой формы квадратичного ландшафта 𝑓(𝑥) = 𝑘𝑥2/2 показывают, что

большая часть популяции имеет мутаторный аллель при достаточно большой

длине генома (𝑞 > 0.5). Рисунок 1.3 демонстрирует соответствие аналитическо-

го решения для 𝑅 численному эксперименту. В Таблице 1.2 приведены примеры

расчетов для простых функций приспособленности. В рассмотренных примерах

мутаторной фазе доминирует мутаторный тип, при этом среднее состояние гена

в популяции определяется значением 𝑠2. Во втором примере, рассмотренном в

Таблице 1.2, 𝑠2 падает от 0.9905 при низкой интенсивности мутации 𝜇 до зна-

чения 0.63815 при приближении к фазовому переходу, а уже в смешанной фазе

имеем 𝑠1, близкое к единице.

Вторые уравнения в (1.34), (1.35) для среднего состояния гена имеют тот

же вид, что и для классического уравнение Кроу—Кимуры [16]. Например, для

фазы мутатора оно может быть выведено непосредственно из системы (1.20),

если предположить, что большая часть популяции обладает мутаторным фено-

типом, и опустить влияние члена 𝑃𝑙 во втором уравнении системы (1.20).

Если для смешанной фазы при заданных параметрах считать 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥),

то использование подстановки вида 𝑃𝑙 = exp[𝐿𝑢(𝑥,𝑡)] для первого уравнения

системы (1.20) дает:

𝑢′𝑡 = 𝑓(𝑥)− 𝑎+
1 + 𝑥

2
𝑒2𝑢

′
𝑥 +

1− 𝑥

2
𝑒−2𝑢′

𝑥 − 1, (1.36)

и отсюда в точке максимума стационарного состояния: 𝑅 = 𝑓(𝑠).

Заметим, что в работе [33] были получены две фазы для модели Эйгена

с дискретным временем, в которой средняя приспособленность была вычисле-
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на для частного случая 𝑓(𝑥) = 𝑘(𝑥 − 1), 𝑘 ≫ 1. В пределе большой длины

генома 𝐿 такая модель эквивалентна модели Кроу—Кимуры с фиксированной

интенсивностью мутации одного генома.

Утверждение 2. Пусть выполнены условия на параметры модели: 𝛼2 = 0,

𝛼1 ̸= 0 = 𝑎, 𝜇1 = 1, 𝜇2 = 𝜇. Тогда для стационарного состояния контину-

ального аналога системы с геном-мутатором (1.22), полученного с помощью

подстановки (1.25), наблюдаются различные фазы системы, которым соот-

ветствуют различные значения средней приспособленности 𝑅 и среднего со-

стояния гена 𝑠.

В мутаторной фазе:

𝑅 = max
𝑥

[𝑔(𝑥) + 𝜇(
√︀

1− 𝑥2 − 1)], 𝑔(𝑠) = 𝑅.

В смешанной фазе:

𝑅 = max
𝑥

[𝑓(𝑥)− 𝑎+
√︀
1− 𝑥2 − 1], 𝑓(𝑠) = 𝑅.

Пример модели без обратной мутации гена-мутатора: однопико-

вая функция приспособленности.

Рассмотрим случай однопиковой функции приспособленности, когда зна-

чение функции равно нулю для любой последовательности, кроме принадлежа-

щих классу Хэмминга 𝑙 = 0: 𝑓(1) = 𝑔(1) = 𝐽 и 𝑓(𝑥 ̸= 1) = 𝑔(𝑥 ̸= 1) = 0. В

стационарном состоянии системы существует три различные фазы. Обозначим

выражения для средней приспособленности каждой фазы: мутаторной фазы

𝑅𝑚𝑢, смешанной фазы 𝑅𝑚𝑖𝑥 и неселективной фазы 𝑅𝑛𝑠, см. Рисунок 1.2.

𝑅𝑚𝑖𝑥 = 𝐽 − 1− 𝑎, 𝑅𝑚𝑢 = 𝐽 − 𝜇, 𝑅𝑛𝑠 = 0. (1.37)

Вычислим сначала 𝑃0, используя уравнение для 𝑑𝑃0/𝑑𝑡 системы (1.22)

и опуская член 𝑃1. Доля дикого типа популяции в классе Хэмминга с номе-

ром 𝑙 равна 𝑃𝑙 = 𝑃0(1/𝐽)
𝑙, что может быть выведено из уравнения (55) ра-

боты [127]; поэтому доля популяции во всех классах Хэмминга с нормальным

геном-мутатором (дикий тип) равна
∑︀𝐿

𝑙=0 𝑃𝑙 =
𝑃0𝐽
𝐽−1 . Рассматривая аналогично

уравнение для 𝑑𝑄0/𝑑𝑡 и опуская член 𝑄1, получим 𝑄0 = −𝑃0
𝑎

𝐽−𝜇−𝑅 = 𝑃0
𝑎

𝜇−1−𝑎 .

С другой стороны, из определения средней приспособленности 𝑅: 𝑃0 + 𝑄0 =
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𝑅𝑚𝑖𝑥

𝐽 = (𝐽−𝑎−1)
𝐽 . Отсюда получим уравнение для 𝑃0:

𝑃0 =
(𝐽 − 𝑎− 1)(𝜇− 𝑎− 1)

𝐽(𝜇− 1)
. (1.38)

Данное выражение позволяет вычислить вероятность мутаторного аллеля в по-

пуляции 𝑞, используя равенство
∑︀𝐿

𝑙=0𝑄𝑙 = 1−
∑︀𝐿

𝑙=0 𝑃𝑙:

𝑞 = 1− 𝑃0
𝐽

𝐽 − 1
≈ 𝑎

𝐽 − 1
+𝑂

(︂
1

𝜇

)︂
. (1.39)

При 𝐿 = 5000 точность аналитического решения составляет примерно 0.1%,

как показано на Рис. 1.4.

Модель без обратной мутации гена-мутатора c гладким ланд-

шафтом приспособленности: вычисление доли мутаторного типа в

популяции.

Как было отмечено выше, смешанная и мутаторная фазы наблюдаются в

системе при функции приспособленности общего вида при 𝛼2 = 0. Мутаторная

фаза характеризуется доминированием мутаторного аллеля в популяции, что

получено в результате численного моделирования: вероятность обнаружения

мутаторного типа в популяции близка к 𝑞 = 1 даже при конечном 𝐿. Таким

образом, в этой фазе можно свести систему из двух цепочек превращений к

классической модели Кроу—Кимуры, игнорируя верхнюю цепочку переходов

и полагая интенсивность мутации равной 𝜇2 и функцию приспособленности,

равную 𝑔(𝑥).

Рассмотрим смешанную фазу системы. Если 𝛼1 = 𝑎, 𝛼2 = 0, то уравне-

ние (1.32) дает 𝑞 → 1. Используя подстановку 𝑃𝑙(𝑡) ≡ 𝑃 (𝑥,𝑡) = exp(𝐿𝑢(𝑥,𝑡)),

получим:

𝑅 = 𝑓(𝑠1)− 𝑎. (1.40)

На рисунках 1.5 и 1.6, полученных с помощью численного моделирования, вид-

но, что выражение (1− 𝑞) для системы с гладкой функцией приспособленности

общего вида и параметрами 𝑎 и 𝜇 зависит от 𝐿. При конечной длине генома 𝐿

(рисунок 1.7) численные результаты дают линейную зависимость 𝑞 от интен-
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сивности мутации 𝑎:

𝑞 ∼ 𝑎. (1.41)

Из работы [137] следует, что при достаточно больших значениях 𝐿 верно

1− 𝑞 ≪ 1.

Исследуем случай, когда среднее состояние гена отличается в нормальной

и мутаторной подпопуляциях (𝑠1 ̸= 𝑠2) при параметрах мутации 𝛼1 = 𝑎, 𝛼2 = 0,

𝜇1 = 1, 𝜇2 = 𝜇 и функциях 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥). Если значения 𝑄𝑙 и 𝑃𝑙 близки, то

рассмотрим в стационарном состоянии второе уравнение в системе (1.20) после

подстановки 𝑃𝑙 = exp[𝐿𝑢(𝑥,𝑡)]. Выражение для 𝑄𝑙 имеет вид:

𝑅𝑄𝑙 = 𝑎 exp[𝐿𝑢(𝑥,𝑡)] +𝑄𝑙𝑔(𝑥) + 𝜇

(︂
𝑄𝑙−1

𝐿− 𝑙 + 1

𝐿
+𝑄𝑙+1

𝑙 + 1

𝐿
− 1

)︂
. (1.42)

Можно записать приближенное решение (1.42) для 𝑄𝑙:

𝑄𝑙 ∼
𝑎 exp[𝐿𝑢(𝑥,𝑡)]

𝜇
. (1.43)

Если 𝑃𝑙 ≪ 𝑄𝑙, то при подстановке 𝑄𝑙 = exp[𝐿�̂�(𝑥,𝑡)] имеем для �̂�:

𝑅 = 𝑓(𝑥) + 𝜇

(︂
1 + 𝑥

2
𝑒2�̂�

′
𝑥 +

1− 𝑥

2
𝑒−2�̂�′

𝑥 − 1

)︂
. (1.44)

Заметим, что значение среднего состояния гена для мутаторной подпопуляции

𝑠2 можно получить из равенства 𝑅 = 𝑓(𝑠2). Рассмотрим решение (1.36) в ин-

тервале [𝑠3,1] (где 𝑠3 — точка переключения между 𝑠1 и 𝑠2) и решение (1.44)

в интервале [𝑠1,𝑠3]. Мы используем склейку этих двух решений, предполагая

гладкость производной 𝑢′𝑥(𝑠3) = �̂�′𝑥(𝑠3), получим уравнение для 𝑠3:

𝑅− 𝑓(𝑠3) + 𝑎 =
𝑅− 𝑓(𝑠3)

𝜇
. (1.45)
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Используя условия 𝑢(𝑠1) = 0 (что эквивалентно условию
∑︀

𝑙 𝑃𝑙 = 1) и∑︀
𝑙𝑄𝑙 ∼ 𝑄𝑙0, 𝑙0 =

1+𝑠2
2 𝐿, приходим к оценке:

1− 𝑞 ∼ 𝑎

𝜇
exp

⎡⎣𝐿
⎛⎝ 𝑠3∫︁

𝑠1

𝑢′𝑥(𝑥)−
𝑠3∫︁

𝑠2

�̂�′𝑥(𝑥)

⎞⎠⎤⎦ , (1.46)

где 𝑢′𝑥, �̂�
′
𝑥 вычислено с использованием (1.36) и (1.44) соответственно. Выраже-

ние в показателе (1.46) является точным в пределе 𝐿→ ∞.

Эти оценки позволяют определить, какой аллель гена-мутатора бу-

дет доминировать в популяции. Как видно из Таблицы 1.3, при 𝐾 ≡

exp

[︃
𝐿

(︃
𝑠3∫︀
𝑠1

𝑢′𝑥(𝑥)𝑑𝑥−
𝑠3∫︀
𝑠2

�̂�′𝑥(𝑥)𝑑𝑥

)︃]︃
≪ 1 мутаторный тип доминирует. Если же

1−𝐾 ≪ 1, то дикий тип доминирует в популяции.

Случай малых интенсивностей мутаций 𝑎

Предположим, что интенсивность прямой мутации в гене-мутаторе 𝑎 до-

статочно мала. Это предположение приводит к уравнениям:

𝑠2 − 𝑠1 =
𝑎

𝑓 ′(𝑠1)
, 𝑢′′𝑥𝑥(𝑠1) =

𝑓 ′(𝑠1)

𝑠1
,

�̂�′′𝑥𝑥(𝑠2) =
𝑓 ′(𝑠2)

𝜇𝑠2
. (1.47)

Из (1.45) получим:

𝑠1 − 𝑠3 =
𝑎

𝜇𝑓 ′(𝑠1)
(1.48)

При больших значениях 𝜇 можно заменить 𝑠3 на 𝑠1, тогда:⎛⎝ 𝑠3∫︁
𝑠1

𝑢′𝑥(𝑥)𝑑𝑥−
𝑠3∫︁

𝑠2

�̂�′𝑥(𝑥)𝑑𝑥

⎞⎠ =
−�̂�′′𝑥𝑥(𝑠2 − 𝑠3)

2

2
. (1.49)

Отсюда:

1− 𝑞 = exp

[︂
−𝐿𝑎2

2𝑓 ′(𝑠1)𝑠1𝜇

]︂
. (1.50)



46

Для линейной функции приспособленности 𝑓(𝑥) = 𝑘𝑥 получим выражение:

1− 𝑞 = exp

[︂
−𝐿𝑎2

2(
√
𝑘2 + 1− 1)𝜇

]︂
. (1.51)

Данный результат хорошо согласуется с численным моделированием, как пока-

зано на рисунке 1.5 и в Таблице 1.3; значение 1− 𝑞 ≪ 1, если показатель равен

большому по модулю отрицательному числу. Переключение между ситуациями

(1.41) и (1.51) происходит при таких значениях 𝐿, что величина в показателе

(1.51) стремится к 1.

Решение (1.50) корректно при выполнении условия:

𝑠1 ≫
𝛼

𝜇𝑘
. (1.52)

В популяционной генетике вариация приспособленности по одной мутации

обозначается как 𝑆 и соответствует линейному коэффициенту 𝑘; 𝑈 отвечает за

общее число мутаций за поколение.Мы используем равенства 𝑈 = 𝜀𝜇1, 𝑆 =

𝜀2𝑘/𝐿, ℎ = 𝜀𝛼1, где 𝜀 соответствует дискретному шагу по времени для одного

поколения, а ℎ — вероятность перехода к мутаторному аллелю за одно поколе-

ние. Применяя модель Эйгена с дискретным временем, получим:

𝐿𝛼2
1

𝜇2𝑘
≡ 2ℎ2

𝑈𝜇𝑆
≫ 1. (1.53)

Иначе численные расчеты дают 𝑞 ≪ 1 вместо уравнения (1.51).

Если рассматривается линейная функция приспособленности, то мож-

но вывести точное решение для такой постановки. Введем функцию 𝑄(𝑧) =∑︀
𝑙

𝑄𝑙𝑧
𝑙, 𝑃 (𝑧) =

∑︀
𝑙

𝑃𝑙𝑧
𝑙, перепишем в таких переменных систему (1.20), что при-

водит к новой системе относительно введенных функций 𝑃 (𝑧), 𝑄(𝑧):

𝐿(𝑅− 𝑘 + 𝑎+ (1− 𝑧))𝑃 = (−2𝑘𝑧 + 1− 𝑧2)𝑃 ′,

(𝑅− 𝑘 + 𝜇(1− 𝑧))𝑄− 𝑎𝑃 = (−2𝑘𝑧 + 𝜇(1− 𝑧2))𝑄′. (1.54)

Из первого уравнения можно вычислить 𝑅, полагая, что 𝑃 (𝑧) является поли-

номом порядка 𝐿. Другое ограничение состоит в условии постоянства частот:

𝑃 (1)+𝑄(1) = 1. Решая данную систему, получим выражения для 𝑃𝑙,𝑄𝑙 с отно-
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сительной точностью 𝑂(1/
√
𝐿). Близкий метод уже применялся ранее к неко-

торым случаям модели Кроу—Кимуры [153].

Средняя приспособленность в эволюционной модели с 𝑑-мерным

ландшафтом приспособленности и геном-мутатором.

Многомерная модель эволюции была предложена и проанализирована в

[154], где рассматривались две части генома: с летальными мутациями и делеци-

ями и с благоприятными мутациями. Геном формально разделяется на 𝑑 частей

длиной 𝐿𝑦𝑖 каждая. Для дикого типа приспособленность одной кодирующей ге-

ном последовательности равна
∑︀

𝑖 𝑓(𝑥𝑖), для мутантного типа —
∑︀

𝑖 𝑔(𝑥𝑖), где

𝑥𝑖 = 1− 2𝑙𝑖/(𝐿𝑦𝑖) и 𝑙𝑖 число “−1” состояний гена в 𝑖–й части генома. Интенсив-

ности мутаций отдельных частей генома обозначаются 𝜇𝑖 для дикого типа и 𝜈𝑖
для мутантного. Подробный анализ модели с многомерным ландшафтом, но без

гена-мутатора представлен в [42]. Для таких определений, заданных для мно-

гомерного случая, средняя приспособленность 𝑅 как максимум потенциальной

функции 𝑉± вида:

𝑉±(𝑥) =

∑︀
𝑖 (𝑓𝑖(𝑥𝑖) + 𝑔𝑖(𝑥𝑖)− 𝑦𝑖(𝜇𝑖 + 𝜈𝑖 + 𝛼1 + 𝛼2))

2

+
∑︁
𝑖

𝑦𝑖
𝜇𝑖 + 𝜈𝑖

2

√︁
1− 𝑥2𝑖 ±

1

2

√︀
(𝐴− 𝛼1 + 𝛼2)2 + 4𝛼1𝛼2,

𝐴 =
∑︁
𝑖

(︂
𝑓𝑖(𝑥𝑖)− 𝑔𝑖(𝑥𝑖) + 𝑦𝑖(𝜇𝑖 − 𝜈𝑖)

(︂√︁
1− 𝑥2𝑖 − 1

)︂)︂
, (1.55)

где 𝛼1, 𝛼2 имеют такой же смысл, как в (1.20). В исследовании [154] рассмат-

ривалась модель с параметрами: 𝑑 = 2, 𝑓1(1) = 𝑔1(1) = 0, 𝑓1(𝑥) = 𝑔1(𝑥) = −∞
при −1 ≤ 𝑥 < 1, 𝑓2(𝑥) = 𝑔2(𝑥) = 𝑘2(1− 𝑥), для конечной популяции.

1.3.2 Модель Эйгена с геном-мутатором

Модель Эйгена с геном-мутатором и случайным ландшафтом

приспособленности.

Пусть задано распределение вероятностей на пространстве последователь-

ностей в модели Эйгена как 𝑝𝑖 и 𝑞𝑖 для дикого и мутаторного типа соответствен-



48

но, 0 ≤ 𝑖 < 2𝐿. Рассмотрим следующую систему уравнений:

𝑑𝑝𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
=
∑︁
𝑗

𝑝𝑗𝑟𝑗𝑒
−ℎ𝑄𝑖𝑗 − 𝑝𝑖

∑︁
𝑗

𝑟𝑗(𝑝𝑗 + 𝑞𝑗),

𝑑𝑞𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
=
∑︁
𝑗

𝑞𝑗𝑟𝑗�̂�𝑖𝑗 +
∑︁
𝑗

𝑝𝑗𝑟𝑗(1− 𝑒−ℎ)𝑄𝑖𝑗 − 𝑞𝑖
∑︁
𝑗

𝑟𝑗(𝑝𝑗 + 𝑞𝑗), (1.56)

где 𝑟𝑖 — значения приспособленности, 𝑄𝑖𝑗 и �̂�𝑖𝑗 — вероятности мутаций из со-

стояния 𝑆𝑗 в 𝑆𝑖 для дикого и мутаторного типов, 𝑄𝑖𝑗 = 𝑤𝐿−𝑑(𝑖,𝑗)(1 − 𝑤)𝑑(𝑖,𝑗), 𝑤

вероятность безошибочной репликации одного гена для дикого типа, 1−𝑒−ℎ ≈ ℎ

задает вероятность мутации для гена-мутатора. Диагональные члены матрицы

мутаций равны 𝑄𝑖𝑖 = 𝑤𝐿 ≡ 𝑄 ≡ 𝑒−𝛾, где 𝛾 = −𝐿 ln(𝑤) ≈ 𝐿(1− 𝑤) — параметр

мутации в модели Эйгена. При этом �̂�𝑖𝑗 = �̂�𝐿−𝑑(𝑖,𝑗)(1− �̂�)𝑑(𝑖,𝑗), �̂� — вероятность

безошибочной репликации одного гена в последовательности с мутаторным ал-

лелем. Параметр мутации в этом случае равен 𝛾 = 𝐿(1− �̂�). Здесь, как и ранее,
𝑑(𝑖,𝑗) — расстояние Хэмминга между 𝑆𝑖 и 𝑆𝑗.

Модель Эйгена с геном-мутатором: однопиковая функция при-

способленности.

Покажем, что для однопиковой функции приспособленности при 𝑟0 = 𝐴

и 𝑟𝑖 = 1, 𝑖 ≥ 1 средняя приспособленность аналогична полученной в модели

Кроу—Кимуры: 𝑄𝐴𝑒−ℎ в смешанной фазе, �̂�𝐴 в фазе мутатора и 1 в неселек-

тивной фазе. Случайный ландшафт приспособленности (при котором функ-

ция приспособленности задана некоторым вероятностным распределением) в

данной постановке дает разумное приближение для реальных биологических

ситуаций [155]. Однако было показано, что решение в этом случае аналогич-

но решению для однопиковой функции [156]. Если рассмотреть логнормальное

распределение райтовской приспособленности 𝑟𝑖 (следуя теории Сьюэла Райта):

𝜌(𝑟𝑖) ∼ exp

[︂
−𝐿(ln 𝑟𝑖)

2

𝑐2

]︂
, (1.57)

тогда для максимума приспособленности 𝐴 = 𝑐
√
𝑙𝑛2 [156], при этом большин-

ство популяции имеет приспособленность, равную 1.

Рассмотрим первое уравнение системы (1.56) как проблему собственного

значения 𝑅. По сравнению с классической моделью Эйгена, матрица линейной

системы умножена на 𝑒−ℎ. Поэтому мы можем использовать результаты, полу-
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ченные в [128] для базовой модели, и выражение для средней приспособленности

в смешанной фазе при 𝑟𝑖 = 𝑓(𝑥):

𝑅 = max
𝑚

[︁
𝑒−ℎ𝑓(𝑚)𝑒𝛾(

√
1−𝑚2−1)

]︁
. (1.58)

Для однопиковой функции приспособленности среднее значение в смешанной

фазе аналогично значению для селективной фазы [128]:

𝑅 = 𝑄𝐴𝑒−ℎ. (1.59)

В неселективной фазе верно, что 𝑅 = 1. В мутаторной фазе первое уравнение

в системе (1.56) можно игнорировать, а значение 𝑅 будет иметь вид:

𝑅 = max
𝑚

[︁
𝑓(𝑚)𝑒𝛾(

√
1−𝑚2−1)

]︁
. (1.60)

Исследуем распределение популяции при однопиковой функции приспо-

собленности. Не учитывая обратные мутации в уравнении для 𝑞0, которые дают

компоненты порядка 𝒪(1/𝐿), получим:

𝑞0 =
(1− 𝑒−ℎ)𝑄𝐴

𝐴(𝑄𝑒−ℎ − �̂�)
𝑝0. (1.61)

Так как все последовательности, кроме 𝑝0, 𝑞0, имеют приспособленность, равную

1, уравнение имеет вид (𝑞0 + 𝑝0)𝐴+ (1− 𝑞0 − 𝑝0) = 𝑅. Отсюда:

𝑝0 + 𝑞0 =
𝑄𝐴𝑒−ℎ − 1

(𝐴− 1)
. (1.62)

В итоге приходим к выражению:

𝑝0 =
𝑄𝐴𝑒−ℎ − 1

(𝐴− 1)
[︁
1 + (1−𝑒−ℎ)𝑄

(𝑄𝑒−ℎ−�̂�)

]︁ . (1.63)

В классической модели Эйгена имеет место равенство:∑︀
𝑙 𝑝𝑙
𝑝0

=
𝐴− 1

𝑄𝐴− 1
. (1.64)
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Данное уравнение верно и для модели с геном-мутатором, так как все выраже-

ния для дикого типа (1.56) выведены из основной модели [128] умножением на

𝑒−ℎ. Кроме того, 𝑅𝑒ℎ = 𝑄𝐴, что вместе с (1.64) дает:

𝑞 = 1− 𝑄𝐴𝑒−ℎ − 1

𝑄𝐴− 1

1

1 + 𝑄(1−𝑒−ℎ)

𝑄𝑒−ℎ−�̂�

≈ 𝑄𝐴ℎ

𝑄𝐴− 1
, (1.65)

где опущены члены порядка ℎ/𝜇. Стационарное распределение совпадает с по-

лученным для модели Эйгена с непрерывным временем. При малых ℎ ≪ 1,

𝑈 ≡ 𝛾 = 𝐿(1− 𝑞) ≪ 1, и (𝐴− 1) ≡ 𝑆 ≪ 1 получим:

𝑞 =
ℎ

𝑆 − 𝑈
. (1.66)

Уравнение (1.66) совпадает с результатом (1.39) для случая Кроу—Кимуры,

если учесть равенства 𝜏𝐽 = 1+𝑆, 𝑈 = 𝜏, ℎ = 𝑎𝜏 , где 𝜏 характеризует растущую

временную шкалу репликатора.

Можно заметить, полученные выражения не зависят от 𝜇. При сильном

действии отбора, 𝑠≫ 𝑈 , в системе будет наблюдаться значение 𝑞 ≪ ℎ/𝑈 , как и

в работах [157], [158]. В соответствии с [157] (Таблица 1.3) имеем 𝑈 = 0.003, 𝑞 =

0.00001 и ℎ/𝑈 = 0.0001, а в работе [158] значения равны 𝑞 = 3/105, ℎ = 5/106.

В модели Эйгена с дискретным временем распределение 𝑝𝑖(𝑛), 𝑞𝑖(𝑛) опи-

сывается следующей системой:

𝑝𝑖(𝑛+ 1) =

∑︀
𝑗 𝑝𝑗(𝑛)𝑒

−ℎ𝑄𝑗𝑖∑︀
𝑖 𝑟𝑖(𝑝𝑖(𝑛) + 𝑞𝑖(𝑛))

,

𝑞𝑖(𝑛+ 1) =

∑︀
𝑗 𝑞𝑗(𝑛)�̂�𝑗𝑖 +

∑︀
𝑗 𝑝𝑗(𝑛)(1− 𝑒−ℎ)𝑄𝑗𝑖∑︀

𝑖 𝑟𝑖(𝑝𝑖(𝑛) + 𝑞𝑖(𝑛))
. (1.67)
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1.4 Методы и результаты: динамика эволюционной модели с

геном-мутатором

Рассмотрим модификацию (1.22) классической модели Кроу—Кимуры

[12;16;36;127]. Основная цель этой части главы — вычисление динамики макси-

мума распределения в модели. Множество исследований последних десятиле-

тий посвящены эволюционной динамике биологических систем. Два основных

метода, которые используются в научной литературе, — теория усредненного

поля [18–20; 20; 127; 159] и уравнения Гамильтона—Якоби [17; 34–37]. Результа-

ты, полученные в рамках формализма Гамильтона—Якоби, были подтвержде-

ны методами квантовой теории поля в [160]. Для исследования системы (1.22)

используем Гамильтониан (1.26) в виде:

𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑓(𝑥)− 𝛼1 + 𝜇1

(︂
1 + 𝑥

2
𝑒2𝑝 +

1− 𝑥

2
𝑒−2𝑝 − 1

)︂
+
𝑣2
𝑣1
𝛼2,

𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑔(𝑥)− 𝛼2 + 𝜇2

(︂
1 + 𝑥

2
𝑒2𝑝 +

1− 𝑥

2
𝑒−2𝑝 − 1

)︂
+
𝑣1
𝑣2
𝛼1. (1.68)

Здесь 𝑝 — производная от 𝑢(𝑥,𝑡) по 𝑥: 𝜕𝑢(𝑥,𝑡)
𝜕𝑥 ≡ 𝑝.

Стандартная динамика: интенсивность мутации не меняется.

Рассмотрим вырожденный случай, когда мутаторный эффект не наблю-

дается: предположим, что в модифицированной нами модели интенсивности

мутаций равны 𝜇1 = 𝜇2 = 1, 𝛼1 = 𝛼2 = 𝛼, но функции приспособленности при

этом отличаются. Тогда выражение для гамильтониана (1.27) имеет вид 𝐻±:

𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
+𝐻±(𝑥,𝑝) = 0,

−𝐻± = 𝐹±(𝑥) +
1 + 𝑥

2
𝑒2𝑝 +

1− 𝑥

2
𝑒−2𝑝 − 1, (1.69)

при обозначении:

𝐹±(𝑥) =
𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)

2
− 𝛼±

√︀
(𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥))2 + 4𝛼2

2
, (1.70)

𝐹±(𝑥) — функция эффективной приспособленности. Если 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥), то

𝐹+(𝑥) = 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥).
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Рассмотрим динамику максимума распределения в системе 𝑥*(𝑡), исполь-

зуя следующие подстановки:

𝑢 = −𝐾(𝑡)
(𝑥− 𝑥*(𝑡))2

2
,

𝐾(𝑡) ≡ 𝜕2𝑢(𝑡,𝑥*(𝑡))

𝜕𝑥2
, (1.71)

где 1/(𝐾(𝑡)𝐿) — дисперсия распределения. Из уравнения(1.69) получим:

𝑑𝑥*(𝑡)

𝑑𝑡
=

−2𝑥𝐾(𝑡) + 𝐹 ′
±(𝑥)

𝐾(𝑡)
. (1.72)

Функция приспособленности 𝑓(𝑥) предполагается монотонной в интервале 0 <

𝑥 < 1. Первый член числителя −2𝑥𝐾(𝑡) соответствует дисперсии. Если диспер-

сия мала (то есть 𝐾(𝑡) велико), 𝑥*(𝑡) и средняя приспособленность монотонно

убывают. После некоторого критического значения дисперсии функция 𝐹 ′
±(𝑥),

средняя приспособленность и среднее состояние гена 𝑥*(𝑡) начнут расти.

Для решения уравнения в частных производных (1.69) используем обык-

новенные дифференциальные уравнения: уравнения Гамильтона [161;162]. Ли-

нии, описываемые этими уравнениями, — характеристики уравнения (1.69). Га-

мильтониан не зависит от времени, поэтому величина 𝑞 ≡ 𝜕𝑢(𝑥,𝑡)
𝜕𝑡 постоянна

вдоль характеристик, определенных из уравнений Гамильтона. Запишем урав-

нение для 𝑥 [161;162]:

�̇� = −𝑑𝐻
𝑑𝑝

= (1 + 𝑥)𝑒2𝑝 − (1− 𝑥)𝑒−2𝑝. (1.73)

Учитывая равенство 𝑞 = −𝐻, перепишем уравнение (1.73) как:

�̇� = ±2
√︀

(𝑞 − 𝐹± + 1)2 − (1− 𝑥2). (1.74)

Принимая во внимание все возможные комбинации знаков в системе (1.74),

получим четыре различные характеристики.

В точке максимума (𝑥*, 𝑡*) выполнено 𝑝 = 0, следовательно для вычис-

ления динамики максимума требуется выполнения условия 𝑞 = 𝐹+, согласно

уравнению (1.69). Интегрируя уравнение (1.74), получим время, которое требу-
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ется, чтобы достичь 𝑥* из начальной точки 𝑥0:

𝑡 =

⃒⃒⃒⃒
⃒12
∫︁ 𝑥*

𝑥0

1√︀
(𝐹+(𝑥*)− 𝐹+(𝜉) + 1)2 − (1− 𝜉2)

𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (1.75)

Решение уравнения (1.75) дает 𝑠 ≡ 𝑥* как функцию 𝑡. Полученные результаты

показаны на рисунке 1.8, на котором продемонстрировано, как аналитическое

решение согласуется с непосредственным численным моделированием системы

(1.22).

Альтернативное решение также допустимо. При интегрировании (1.75)

вдоль характеристики обозначим точку, в которой 𝑑𝑥/𝑑𝑡 = 0, как 𝑥1. В этом

случае требуется знак “−” в правой части уравнения (1.75) после точки пово-

рота 𝑥1. Таким образом, 𝑥1 можно представить как решение уравнения:

(𝐹+(𝑥
*)− 𝐹+(𝑥1) + 1 + 𝛼)2 − (1− 𝑥21) = 0. (1.76)

Если учитывать возможность смены знака в уравнении (1.75), получим:

𝑡 =

⃒⃒⃒⃒
⃒12
∫︁ 𝑥1

𝑥0

1√︀
(𝐹+(𝑥*)− 𝐹+(𝜉) + 1)2 − (1− 𝜉2)

𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒

+

⃒⃒⃒⃒
⃒12
∫︁ 𝑥*

𝑥1

1√︀
(𝐹+(𝑥*)− 𝐹+(𝜉) + 1)2 − (1− 𝜉2)

𝑑𝜉

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (1.77)

Решение (1.75) корректно для 𝑡 < 𝑇 , где 𝑇 получено из (1.75), если предполо-

жить, что 𝑥1 ≡ 𝑥0. То есть:

(𝐹+(𝑥
*)− 𝐹+(𝑥0) + 1)2 − (1− 𝑥20) = 0. (1.78)

Переключение между двумя решениями происходит в точке 𝑥0 = 𝑥𝑐, последняя

переменная обозначает величину, максимизирующую выражение:

𝑥𝑐 : max
𝑥

[𝐹+(𝑥) +
√︀
(1− 𝑥2)− 1] = 𝐹+(𝑥𝑐) +

√︀
(1− (𝑥𝑐)2)− 1. (1.79)

Следовательно, для 𝑥 > 𝑥𝑐 необходимо использовать уравнение (1.75), тогда

как для 𝑥 < 𝑥𝑐 требуются решения (1.75) и (1.77). На рисунке 1.9 приведен

пример этого случая.
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Мутаторная динамика: различные интенсивности мутаций.

Рассмотрим систему с совпадающими функциями приспособленности

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) и интенсивностью прямой мутации 𝛼 в гене-мутаторе, но различны-

ми интенсивностями мутации в основной части генома. Возьмем для удобства

𝜇1 = 1 и 𝜇2 = 𝜇.

Гамильтониан имеет вид:

−𝐻± = 𝑓(𝑥)− 𝛼 +
1 + 𝜇

2

(︁
−1 +

1 + 𝑥

2
𝑒2𝑝 +

1− 𝑥

2
𝑒−2𝑝

)︁
±1

2

√︂
(1− 𝜇)2

(︁
−1 +

1 + 𝑥

2
𝑒2𝑝 +

1− 𝑥

2
𝑒−2𝑝

)︁2
+ 4𝛼2. (1.80)

Уравнения Гамильтона в этом случае записываются в форме:

�̇� = −𝑑𝐻
𝑑𝑝

=

(︂
1 + 𝑥

2
𝑒2𝑝 − 1− 𝑥

2
𝑒−2𝑝

)︂
×(︃

(𝜇+ 1)± (𝜇− 1)2(−2 + (1 + 𝑥)𝑒2𝑝 + (1− 𝑥)𝑒−2𝑝)√︀
(1− 𝜇)2(−2 + (1 + 𝑥)𝑒2𝑝 + (1− 𝑥)𝑒−2𝑝)2 + 16𝛼2

)︃
.

(1.81)

Введем обозначения:

𝐾+(𝑞,𝑥) =
1 + 𝑥

2
𝑒2𝑝 +

1− 𝑥

2
𝑒−2𝑝, (1.82)

𝐾−(𝑞,𝑥) =
1 + 𝑥

2
𝑒2𝑝 − 1− 𝑥

2
𝑒−2𝑝.

В этих обозначениях (1.81) имеет вид:

�̇� = 𝐾−(𝑞,𝑥)×

(︃
(𝜇+ 1)± (𝜇− 1)2(𝐾+(𝑞,𝑥)− 1)√︀

(𝜇− 1)2(𝐾+(𝑞,𝑥)− 1)2 + 4𝛼2

)︃
. (1.83)

Из (1.82) можно получить равенство:

𝐾−(𝑞,𝑥) = ±
√︁
𝐾2

+(𝑞,𝑥)− (1− 𝑥2). (1.84)

Подставляя 𝐾− в уравнение (1.80), получаем уравнение относительно 𝐾+:

𝑞 = 𝑓(𝑥)− 𝛼 +
1 + 𝜇

2
(𝐾+(𝑞,𝑥)− 1)± 1

2

√︀
(1− 𝜇)2(𝐾+(𝑞,𝑥)− 1)2 + 4𝛼2. (1.85)
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Что приводит к квадратному уравнению относительно (𝐾+(𝑞,𝑥)− 1):

𝜇(𝐾+(𝑞,𝑥)− 1)2 − (𝑞 − 𝑓(𝑥) + 𝛼)(1 + 𝜇)(𝐾+(𝑞,𝑥)− 1)

+(𝑞 − 𝑓(𝑥)− 𝛼)2 − 𝛼2 = 0. (1.86)

Решение которого дает:

𝐾+(𝑞,𝑥) = 1 +
1

2𝜇
((𝑞 + 𝛼− 𝑓(𝑥))(1 + 𝜇)±

√
𝐷), (1.87)

здесь 𝐷 — дискриминант уравнения (1.86):

𝐷 = (𝑞 + 𝛼− 𝑓(𝑥))2(1− 𝜇)2 + 4𝜇𝛼2. (1.88)

Таким образом, выводим два разных выражения для динамики максиму-

ма. Можно показать, что 𝑞 в точке максимума 𝑥* имеет вид:

𝑞 = 𝑓(𝑥*). (1.89)

Для простого случая, когда траектория максимума лежит в одной из характе-

ристик (см. Рисунок 1.10), используем (1.89) и выведем следующее:

𝑡 =

∫︁ 𝑥*

𝑥0

𝑑𝑦

𝐾−(𝑓(𝑥*),𝑦)
(︁
𝜇+ 1 +

𝑀 2(𝐾+(𝑓(𝑥
*),𝑥)− 1)√︀

𝑀 2(𝐾+(𝑓(𝑥*),𝑥)− 1)2 + 4𝛼2

)︁ , (1.90)

здесь𝑀 ≡ 𝜇−1. Это решение корректно при 𝑥0 > 𝑥𝑐, где 𝑥𝑐 — точка максимума

выражения:

max
𝑥

[︂
𝑓(𝑥)− 𝛼 +

1 + 𝜇

2
(−1 +

√︀
1− 𝑥2) +

1

2

√︁
(1− 𝜇)2(−1 +

√︀
1− 𝑥2)2 + 4𝛼2

]︂
.

(1.91)

Для 𝑥0 < 𝑥𝑐 (см. Рисунок 1.11) требуется использовать следующее выражение

для 𝑡 < 𝑇 , где 𝑇 можно получить из (1.90) при 𝑥*, заданном уравнением:

𝐾−(𝑓(𝑥
*),𝑥0) = 0. (1.92)
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При 𝑡 > 𝑇 используем:

𝑡 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑥1

𝑥0

𝑑𝑦

𝐾−(𝑓(𝑥*),𝑦)
(︁
𝜇+ 1 +

𝑀 2(𝐾+(𝑓(𝑥
*),𝑦)− 1)√︀

𝑀 2(𝐾+(𝑓(𝑥*),𝑦)− 1)2 + 4𝛼2

)︁
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ (1.93)

+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁ 𝑥*

𝑥1

𝑑𝑦

𝐾−(𝑓(𝑥*),𝑦)
(︁
𝜇+ 1 +

𝑀 2(𝐾+(𝑓(𝑥
*),𝑦)− 1)√︀

𝑀 2(𝐾+(𝑓(𝑥*),𝑦)− 1)2 + 4𝛼2

)︁
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Здесь 𝑥1 — решение уравнения:

𝐾−(𝑓(𝑥
*),𝑥1) = 0. (1.94)

Время поворота 𝑡 может быть получено из 𝑑𝑥*/𝑑𝑡 = 0, где 𝑥*(𝑡) — из уравнения

(1.93).

1.5 Заключение к главе

В данной главе был рассмотрен так называемый мутаторный эффект:

влияние активности гена-мутатора на эволюционный процесс при постоянном

окружении и конечном размере популяции. Модель с прямой мутацией гена-

мутатора (дикий тип → мутантный) и линейной мальтузианской функцией

приспособленности в одномерном пространстве была рассмотрена в более ран-

них работах. Хотя теоретическое рассмотрение мутаторной и смешанной фаз

было предложено ранее для более простых случаев, подход был продолжен и

развит в данном исследовании. Впервые были найдены фазовые переходы и

соответствующий параметрический портрет для модели с функцией приспо-

собленности общего вида, аналитическое выражение для средней приспособ-

ленности, среднего состояния гена. Во второй части главы вычислены траек-

тории системы, что является целью многих исследований в последние десяти-

летия [17–20; 34; 36; 37; 127; 159]. Показано, что результаты можно обобщить на

𝑑-мерное пространство. Получена приближенная формула для доли мутаторов
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в популяции 𝑞, корректная при достаточно больших длинах генома. Заметим,

что рассматриваемая математическая проблема нетривиальна, так как систе-

ма носит непертурбативный характер благодаря отсутствию обратной мутации:

как показано в уравнениях (1.32),(1.33),(1.51). Выражение (1.51) демонстриру-

ет, что мутаторный тип превалирует в популяции, если рассматривать модель

с линейной приспособленностью. Подобный эффект был замечен в серии экс-

периментальных работ [138;163], но не получил теоретического обоснования.

В работе [33] с линейной функцией приспособленности выражение для

вероятности мутаторного аллеля было получено при условии, что изначально

мутаторный тип был в меньшинстве. В настоящей главе подтверждены и обоб-

щены результаты, полученные в [33], более того, предлагается универсальный

аналитический метод для моделей этого класса. При нарушении условия (1.53),

нормальный аллель преобладает в популяции, что также согласуется с экспери-

ментальными результатами [158]. Значение 𝑞 меняется в зависимости от длины

генома ( 𝑞 ≪ 1 или 1−𝑞 ≪ 1), а для среднего состояния генома отличаются два

случая: 𝑠1 = 𝑠2 и 𝑠1 ̸= 𝑠2. Поправки конечной длины генома для 𝑞 могут быть

существенными даже для 𝐿 ∼ 104 и их вычисление станет отправной точкой

для развития данного исследования.

Всестороннее изучение эволюционных моделей необходимо как для ин-

терпретации экспериментальных данных, так и для корректных биомедицин-

ских приложений. Рассмотрение параметров порядка при анализе фаз систе-

мы, являющейся непрерывным аналогом исходной, обеспечивает необходимый

уровень точности решения. Так как рак считается коллективным феноменом

(более того, существует предположение о существовании некоторого коллектив-

ного интеллекта раковых клеток [164]), при описании его развития необходимо

использовать аналитические методы для сложных систем. Предыдущие теоре-

тические результаты для порога катастроф [128] имели практическое значение

для исследования эволюции вирусов и рака, а в ряде работ было предложено

использовать данные о пороге катастроф в терапии как одну из стратегий лече-

ния солидных опухолей [2;165] или антибактериальной терапии [166]. Парамет-

рический портрет на Рисунке 1.2 количественно описывает различные стадии

развития рака: смешанная фаза 𝑠 ̸= 0 характеризует раннюю неагрессивную

стадию, фаза мутатора — клинически диагностируемую, агрессивную стадию в

роста опухоли, возможно сопряженную с метастазированием. Одна из страте-
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гий лечения рака, предложенная в [29], состоит в переходе процесса развития в

неселективную фазу 𝑠 = 0. Как показано на 1.2, возможны 4 различные ситу-

ации. В смешанной II подфазе изменение только одного параметра 𝛼1, отвеча-

ющего за интенсивность прямой мутации в гене-мутаторе, позволит перевести

систему в неселективную фазу. В подфазе I мутаторной фазы увеличение толь-

ко интенсивности мутации 𝜇 приведет к нужному результату. В мутаторной II

и смешанной I подфазах необходимо варьировать два параметра. Важно, что

параметрический портрет системы может быть построен для любой случайной

функции приспособленности и для гладких функций.

Дальнейшие исследования в этой области могут быть направленны на вы-

числение поправок для конечной длины генома и конечного размера популяции,

что может значительно повлиять на эволюционную динамику [129]. Данный во-

прос уже привлек определенное внимание исследователей [154], но решение еще

не было предложено.
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1.6 Основные обозначения

𝐿 Длина генома.
𝑙 Количество мутаций в геноме.
𝜉𝜃, 𝜃 = 0,1, . . . ,𝐿 𝜉0 = ±1 — состояние гена-мутатора,

𝜉𝜃 = ±1 (1 ≤ 𝜃 ≤ 𝐿) — состояние генов в основной
части генома.

𝑆𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 2𝐿 Геномная последовательность.
S Пространство последовательностей.
𝑟𝑙 Значение приспособленности генома,

полученного в результате 𝑙 мутаций в модели
Кроу—Кимуры.

𝑑𝑖𝑗 = 𝑑(𝑖,𝑗) Расстояние Хэмминга между 𝑖-й и
𝑗-й геномной последовательностью.

𝑃𝑙, 𝑄𝑙 Вероятности обнаружения в популяции дикого и
мутаторного типов генома с 𝑙 мутациями соответственно.

𝑥𝑙 = 1− 2𝑙/𝐿 Среднее состояние гена в геномной последовательности
с 𝑙 мутациями.

𝑓(𝑥𝑙), 𝑔(𝑥𝑙) Функции приспособленности дикого и мутаторного типов,
ставящие в соответствие среднему состоянию гена 𝑥𝑙
в геноме интенсивность репликации.

𝜇1, 𝜇2 Интенсивности мутации основной части генома дикого и
мутаторного типов соответственно.

𝜇 Параметр мутации в случае подстановки:
𝜇2 = 𝜇, 𝜇1 = 1.

𝛼1, 𝛼2 Интенсивности прямой и обратной мутации
в гене-мутаторе.

𝛼 Параметр мутации в случае подстановки:
𝛼1 = 𝛼, 𝛼2 = 0.

𝑠 Среднее состояние гена в популяции.
𝑠1, 𝑠2 Среднее состояние гена в подпопуляциях

дикого и мутаторного типов соответственно.

�̄� Среднее число мутаций в популяции,
равное (1− 𝑠)𝐿/2.
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𝑞 Доля мутаторного типа генома в популяции.
𝑅 Средняя приспособленность в популяции.
𝑘 Коэффициент линейной функции приспособленности,

𝑓(𝑥) = 𝑘𝑥.
𝐽 Максимальное значение однопиковой функции

приспособленности в модели Кроу—Кимуры.
𝑝𝑖, 𝑞𝑖 Вероятности обнаружения последовательности

с номером 𝑖 дикого и мутаторного типов соответственно
в модели Эйгена.

𝑄𝑖𝑗, �̂�𝑖𝑗 Интенсивности мутаций последовательностей
дикого и мутаторного типов в модели Эйгена.

𝑤, �̂� Вероятности безошибочной репликации одного нуклеотида
в последовательности дикого и мутаторного типов соответственно.

𝛾 Параметр мутации в модели Эйгена:
𝛾 = −𝐿 ln𝑤 ≈ 𝐿(1− 𝑤).

𝑄, �̂� Вероятности безошибочной репликации генома
в последовательности дикого и мутаторного типов соответственно.

𝐴 Максимальное значение однопиковой функции
приспособленности в модели Эйгена.

𝑦𝑖 Относительная длина 𝑖-го участка генома
в многомерной модели эволюции.

1.7 Таблицы и иллюстрации

Таблица 1.1

Сравнение результата численного моделирования и аналитического

решения: прямая и обратная мутации.

Параметры: 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) = 3𝑥2/2,𝜇1 = 1, 𝜇2 = 𝜇,𝛼1 = 𝛼2 = 1,𝐿 = 400. 𝑅𝑛𝑢𝑚 по-
лучено в результате численного моделирования и 𝑅𝑡ℎ задано уравнением (1.30).

𝜇 3.5 3. 2.5 2. 1.5 1. 0.5
𝑅𝑛𝑢𝑚 0.1907 0.2514 0.32405 0.4127 0.5240 0.6684 0.8626
𝑅𝑡ℎ 0.1811 0.2436 0.3180 0.4084 0.5212 0.6666 0.8615
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Таблица 1.2

Сравнение результата численного моделирования и аналитического

решения: прямая мутация.

1) Параметры: 𝑓(𝑥) = 1.2(𝑥+ 1), 𝑔(𝑥) = (𝑥+ 1),𝜇1 = 0.01, 𝐿 = 300. 𝑅𝑛𝑢𝑚 полу-
чено в результате численного моделирования; 𝑅𝑚𝑢𝑡 и 𝑅𝑚𝑖𝑥 задано уравнениями
(1.34) и (1.35) соответственно. При 𝜇2 = 0.1 и изменении 𝛼 :

𝛼 0.01 0.05 0.19 0.3 0.5 0.7
𝑅𝑛𝑢𝑚 2.38004 2.34004 2.20004 2.09004 1.90499 1.90499
𝑅𝑡ℎ 2.38(mix) 2.34(mix) 2.2(mix) 2.09(mix) 1.90411(mut) 1.90411(mut)

2) При 𝛼 = 0.2, 𝑓(𝑥) = (𝑥+ 1), 𝑔(𝑥) = 1.1(𝑥+ 1) и изменении 𝜇 :
𝜇 0.01 0.21 0.51 0.56 0.61

𝑅𝑛𝑢𝑚 2.19005 2.00987 1.80248 1.79005 1.79005
𝑅𝑡ℎ 2.19(mut) 2.00979(mut) 1.80245(mut) 1.79005(mix) 1.79005(mix)

3) Параметры: 𝑓(𝑥) = 2(𝑥 + 1)2, 𝑔(𝑥) = (𝑥 + 1)2, 𝜇1 = 0.01, 𝜇2 =
0.1, 𝐿 = 300. 𝑅𝑛𝑢𝑚 получено в результате численного моделирова-
ния; 𝑅𝑚𝑢𝑡 и 𝑅𝑚𝑖𝑥 задано уравнениями (1.34) и (1.35) соответственно.
𝛼 0.01 0.41 2.01 2.41 2.81

𝑅𝑛𝑢𝑚 5.98002 5.58001 3.98001 3.90125 3.90125
𝑅𝑡ℎ 5.98(mix) 5.58(mix) 3.98(mix) 3.9(mut) 3.9(mut)

Таблица 1.3

Сравнение результата численного моделирования и аналитического решения

при линейной функции приспособленности.

Результаты моделирования для параметров: 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) = 𝑘𝑥, 𝜇1 = 1, 𝜇2 =
𝜇, 𝛼1 = 𝑎, 𝛼2 = 0. 𝐾 = exp[𝐿(

∫︀ 𝑠3
𝑠1
𝑢′𝑥(𝑥)𝑑𝑥 − 𝐿

∫︀ 𝑠3
𝑠2
�̂�′𝑥(𝑥)𝑑𝑥)]. 𝑅𝑛 — результат

численного моделирования.
𝐿 1000 1000 1000 1000
𝑘 0.3 0.3 0.3 1
𝑎 0.0001 0.001 0.01 0.3
𝑅𝑛 0.0439 0.0430 0.0340 0.1142
𝑅 0.0439 0.0430 0.0340 0.1142

1− 𝑞 0.9945 0.9460 0.530 6/107

𝐾 1-4/106 0.9994 0.930 1/105
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Mutator I

Mutator II
Mixed I Mixed II

Non-selective

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Μ0.0

0.5

1.0

1.5

2.0
a

Параметры: 𝛼1 = 𝑎,𝛼2 = 0,𝜇1 = 1,𝜇2 = 𝜇. Выделены три фазы: смешанная при

0 < 𝑠 < 1, 0 < 𝑞 < 1, неселективная при 𝑠 = 0, 0 < 𝑞 ≤ 1, и мутаторная при 0 < 𝑠,𝑞 = 1.
Граница между неселективной и мутаторной фазами определяется равенством 𝜇 = 𝐽 ,

между неселективной и смешанной фазами — 𝑎 = 𝐽 − 1, между смешанной и мутаторной

фазами — 𝑎+ 1 = 𝜇. Выделены подфазы в мутаторной фазе и в смешанной. Если система в

мутаторной подфазе I, увеличение единственного параметра 𝜇 переведет систему в

неселективную фазу. Если система в смешанной фазе II, увеличение параметра 𝑎 ≡ 𝛼1

переведет систему в неселективную фазу.

Рисунок 1.2 — Параметрический портрет системы при однопиковом

ландшафте приспособленности.
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Параметры: 𝜇1 = 1, 𝜇2 = 10, 𝛼2 = 0, 𝛼1 = 0.02. Смешанная фаза определяется
выражением 𝑅 =

√
𝑘2 + 1− 𝛼1 − 1, мутаторная фаза —

𝑅 =
√︀
𝑘2 + (𝜇2)2 − 𝜇2,𝑞 = 1. Граница задана как

𝛼1 = 𝜇2 − 1 +
√
𝑘2 + 1−

√︀
𝑘2 + (𝜇2)2. Точка пересечения: 𝑘𝑐 ≈ 0.212.

Рисунок 1.3 — Изменение средней приспособленности 𝑅 относительно

коэффициента 𝑘 линейной функции приспособленности 𝑓(𝑥) = 𝑘𝑥.



63

1000 2000 3000 4000 5000
L

0.005

0.010

0.015

0.020
q

Параметры: 𝐽 = 1.05, 𝜇1 = 1, 𝜇2 = 10, 𝛼1 = 0.001. При 𝐿 = 5000 численные
результаты совпадают с полученными аналитическими для 𝐿 = ∞ с

точностью 0.1%.
Рисунок 1.4 — Зависимость вероятности мутаторного типа в популяции 𝑞 от

размера генома 𝐿. Параметры модели с однопиковым ландшафтом.
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Параметры: 𝑓(𝑥) = 𝑘𝑥, 𝑘 = 1, 𝜇1 = 1, 𝜇2 = 10, 𝛼2 = 0, 𝛼1 = 0.3. Сплошная
линия на рисунке соответствует численным результатам, точки —

аналитическим.
Рисунок 1.5 — Зависимость вероятности мутаторного типа в популяции 𝑞 от

длины генома 𝐿 при линейной функции приспособленности.
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Вычисления проведены для линейной функции приспособленности:
𝑓(𝑥) = 𝑘𝑥, 𝑘 = 1, 𝜇1 = 1, 𝜇2 = 10, 𝛼2 = 0, 𝑎 = 𝛼1 = 0.05.

Рисунок 1.6 — Зависимость доли мутаторного типа в популяции 𝑞 от длины

генома 𝐿 при 10 < 𝐿 < 10000.
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Вычисления проведены для линейной функции приспособленности:
𝑓(𝑥) = 𝑘𝑥, 𝑘 = 1, 𝜇1 = 1, 𝜇2 = 10, 𝛼2 = 0, 𝐿 = 1000.

Рисунок 1.7 — Зависимость доли мутаторного типа в популяции 𝑞 от

интенсивности мутации 𝑎 = 𝛼1.
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Параметры: 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇 = 1, 𝑓(𝑥) = 3𝑥2/2, 𝑔(𝑥) = 2𝑥2. Параметры: 𝐿 = 100
и 𝑠(0) = 1. Получено 𝑥𝑐 ≈ 0.96. Аналитическое выражение (1.75) представлено
точками на графике, численное решение — сплошной линией.
Рисунок 1.8 — Динамика максимума распределения 𝑠 ≡ 𝑥* по времени 𝑡 в

случае совпадающих значений интенсивности мутаций и разных функций

приспособленности.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

s

Параметры: 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇 = 1, 𝑓(𝑥) = 3𝑥2/2, 𝑔(𝑥) = 2𝑥2, 𝐿 = 100 и 𝑠(0) = 0.5.
Получено 𝑇 ≈ 0.2 и 𝑠(𝑇 ) ≈ 0.417154, соответствующие минимуму кривой.

Аналитическое выражение (уравнения (1.75) и (1.77)) представлено точками
на графике, численное решение — сплошной линией. Средняя

приспособленность 𝑅(𝑡) равна 𝑓(𝑠(𝑡)).

Рисунок 1.9 — Динамика максимума распределения 𝑠 ≡ 𝑥* по времени 𝑡 в

случае совпадающих значений интенсивности мутаций и разных функций

приспособленности.
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Параметры: 𝜇1 = 1, 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) = 3𝑥2/2, 𝜇2 = 0.5 при 𝐿 = 200 и 𝑠(0) = 1.
Аналитическое решение (обозначено точками) уравнения (1.90) хорошо

согласовано с численным результатом для (1.22). Под влиянием дисперсии 𝑠
монотонно убывает по времени 𝑡.

Рисунок 1.10 — Динамика максимума 𝑠 относительно времени 𝑡.
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Параметры: в случае 𝜇1 = 1, 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) = 3𝑥2/2, 𝜇2 = 0.5 при 𝐿 = 200 and
𝑠(0) = 1. Аналитическое решение (обозначено точками) уравнений (1.90) и
(1.93) по сравнению с численным решением для (1.22). Заметим, что 𝑥 не

строго монотонная функция по времени 𝑡.
Рисунок 1.11 — Динамика максимума 𝑠 относительно 𝑡.
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Глава 2. Модель эволюции в теоретико-игровой постановке с

переменной матрицей выплат

2.1 Введение

В настоящей главе предложена и исследована математическая модель эво-

люции репликаторной системы с переменной матрицей выплат, определяющей

значение приспособленности. Полагается, что изменчивость внешней среды вли-

яет на направление отбора и, как следствие, на характеристики системы. Таким

образом, для анализа этого эффекта был выбран тип модели, не включающий

мутации в явном виде и сводящийся с точностью до множителя к репликатор-

ным уравнениям, обсуждавшимся в обзоре литературы. В основе дискретной

версии разрабатываемой модели лежит система основных кинетических урав-

нений (chemical master equation) [167], для общего вида которых был получен

ряд аналитических результатов в литературе [42;168;169].

Как было отмечено, для формализации отбора в данной задаче приме-

няется эволюционная теория игр [14; 71; 72] — методология описания эволю-

ционных процессов, характеризующихся частотнозависимым отбором, то есть

отбором, при котором приспособленность типа зависит от структуры всей по-

пуляции. Под игрой понимается попарное взаимодействие индивидов в популя-

ции, при этом для игр в нормальной форме предполагается заданным конечный

набор стратегий и матрица соответствующих выплат. Параметры игры опре-

деляют приспособленность особей в зависимости от выбранной стратегии. На

данный момент это один из самых распространенных математических подходов

к анализу динамики неоднородных популяций в теории эволюции.

Численно-аналитическое исследование различных игр в конечных популя-

циях представлено во многих работах, например в [170–175]. Основной массив

литературы, посвященный эволюционной теории игр, рассматривает модели с

фиксированной матрицей выплат, некоторые исследования сфокусированы на

моделях со стохастическим заданием матрицы выплат [176], частотнозависимой

динамикой матриц выплат [177] или эволюционным выбором матриц [178]. Ак-

туальность использования моделей эволюционной теории игр обусловлена ши-
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роким спектром различных приложений: эволюция раковых клеток [179;180] и

бактерий [181; 182], теория биологического полиморфизма [183], теория транс-

портных сетей [184], эволюция социо-экономических систем [7; 185] и финансо-

вых рынков [186]. В частности, анализ эффекта социальной кооперации рако-

вых клеток используется при построении терапевтической стратегии в онколо-

гии [187].

В данной работе считаем, что эволюционный процесс протекает в двух

различных глобальных состояниях, которые меняются с некоторой частотой,

как в модели с генным саморегулированием [40]. Каждому из состояний соот-

ветствует матрица выплат (A или B), задающая количественную оценку вза-

имодействия индивидов в конечной популяции. Пусть число 𝑚 — количество

стратегий в системе, а общее число индивидов равно 𝑁 . Индекс 𝑖 определяет

конкретную стратегию и все игроки с 𝑖–й стратегией составляют подпопуляцию

размера 𝑋𝑖. В пределе больших значений 𝑁 каждое из глобальных состояний

в отдельности сводится к модели, основанной на репликаторных уравнениях,

упоминавшихся в обзоре литературы (3):

�̇�𝑖 = 𝑥𝑖((𝐴x)𝑖 − (𝑥,𝐴x)), (2.1)

где x = (𝑥1, . . . 𝑥𝑚), 𝑥𝑖 = 𝑋𝑖/𝑁 , 𝑁 =
∑︀𝑚

𝑘=1𝑋𝑘, и 𝐴 — матрица выплат размера

𝑚×𝑚. Такие системы хорошо изучены [15; 72], что позволяет прогнозировать

структуру популяции в стационарном состоянии и динамические свойства рас-

сматриваемой системы.

С учетом названных предположений, разрабатывается дискретная модель

для конечной популяции с переменной матрицей выплат. Следуя работе [42], в

которой были получены результаты для модификаций основного уравнения хи-

мической кинетики, для анализа модели используем ее континуальный аналог и

метод уравнений Гамильтона—Якоби (HJE) [17;34–36]. Аналитически выводят-

ся выражения для динамики среднего и дисперсии распределения. Исходная

модель решается численно, а полученное решение сравнивается с аналитиче-

ским. Основные приведенные результаты опубликованы в статье [41]. Список

обозначений Главы 2 можно найти в параграфе 2.5.
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2.2 Постановка задачи

Пусть заданы постоянные матрицы выплат, определяющие два различных

состояния внешней среды: A = {𝑎𝑖𝑗},B = {𝑏𝑖𝑗}, где 𝑖,𝑗 = 1,2, . . . ,𝑚 — номера

стратегий взаимодействующих индивидов. Общий размер популяции равен 𝑁,

а переменная 𝑋 соответствует числу индивидов с первой стратегией. Таким об-

разом, система может находиться в одном из двух глобальных состояний, при

этом “внутреннее” состояние репликаторной системы характеризуется распре-

делением популяции по выбранным стратегиям. Если эволюционный процесс,

зависящий от матрицы A, протекает без изменений внешний среды, то система

описывается классическими законами [15;72]. Если окружение меняется с неко-

торой частотой, то для описания эволюционной динамики введем вероятности

𝑃 (𝑋,𝜏) и 𝑄(𝑋,𝜏) обнаружения системы в состоянии A с 𝑋 игроками с первой

стратегией в момент времени 𝜏 и B с 𝑋 игроками с первой стратегией в момент

времени 𝜏 соответственно. Переходы между различными состояниями системы

могут быть представлены схемой 2.1 и описаны системой уравнений:

𝑑𝑃 (𝑋,𝑡)

𝑁𝑑𝑡
= 𝑃 (𝑋 − 1,𝑡)𝑅𝐴

+1(𝑋 − 1) + 𝑃 (𝑋 + 1,𝑡)𝑅𝐴
−1(𝑋 + 1)

+𝑃 (𝑋,𝑡)𝑅𝐴
0 (𝑋) +𝑄(𝑋,𝑡)𝑅𝐵𝐴(𝑋),

𝑑𝑄(𝑋,𝑡)

𝑁𝑑𝑡
= 𝑄(𝑋 − 1,𝑡)𝑅𝐵

+1(𝑋 − 1) +𝑄(𝑋 + 1,𝑡)𝑅𝐵
−1(𝑋 + 1)

+𝑄(𝑋,𝑡)𝑅𝐵
0 (𝑋) + 𝑃 (𝑋,𝑡)𝑅𝐴𝐵(𝑋),

(2.2)

при некотором известном начальном распределении в момент 𝑡 = 0. Здесь

интенсивности перехода обозначены неотрицательными функциями 𝑅𝐴
+1, 𝑅

𝐴
−1

(𝑅𝐵
+1, 𝑅

𝐵
−1) и характеризуют увеличение или уменьшение численности игроков

с первой стратегией в рамках одного глобального состояния, а интенсивности

𝑅𝐴𝐵 и 𝑅𝐵𝐴 — переход между состояниями A и B. Описанные интенсивности

для обеих цепочек соответствуют приспособленности типа игроков в каждой из

ситуаций. Для любого момента времени 𝜏 выполнено условие:

Σ0≤𝑋≤𝑁(𝑃 (𝑋,𝜏) +𝑄(𝑋,𝜏)) = 1 (2.3)
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Кроме того, полагаем:

𝑅𝐴
−1(𝑋) +𝑅𝐴

+1(𝑋) +𝑅𝐴
0 (𝑋) +𝑅𝐴𝐵(𝑋) = 0,

𝑅𝐵
−1(𝑋) +𝑅𝐵

+1(𝑋) +𝑅𝐵
0 (𝑋) +𝑅𝐵𝐴(𝑋) = 0. (2.4)

Система (2.2) модифицируется на границах: для 𝑋 = 0 остаются только

члены 𝑅𝐴
0 , 𝑅

𝐴
1 , а для 𝑋 = 𝑁 остаются 𝑅𝐴

0 , 𝑅
𝐴
−1 в системе (2.2).

Рисунок 2.1 — Допустимые переходы в системе (обозначены стрелками).

Верхняя цепочка переходов соответствует матрице выплат A, нижняя —

матрице B.

2.3 Методы и результаты

2.3.1 Динамика эволюционной модели с интенсивностями перехода

общего вида

Следуя методу работ [42;169], рассмотрим систему уравнений (2.2) в пре-

деле 𝑁 ≫ 1. Перейдем к континуальному аналогу модели с помощью следую-

щей подстановки [17]:

𝑃 (𝑋,𝑡) = 𝑣1𝑒𝑥𝑝[𝑁𝑢(𝑥,𝑡)], 𝑄(𝑋,𝑡) = 𝑣2𝑒𝑥𝑝[𝑁𝑢(𝑥,𝑡)]. (2.5)
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Где введены обозначения: 𝑥 = 𝑋/𝑁 — непрерывная переменная доли первой

стратегии в популяции, 𝑟𝐴𝑙 (𝑥), 𝑟
𝐵
𝑙 (𝑥), 𝑟

𝐴𝐵(𝑥), 𝑟𝐵𝐴(𝑥) — функции приспособлен-

ности новой переменной 𝑥:

𝑅𝐴
𝑙 (𝑋) = 𝑟𝐴𝑙 (𝑥), 𝑅𝐵

𝑙 (𝑋) = 𝑟𝐵𝑙 (𝑥), 𝑙 = −1,0,1,

𝑅𝐴𝐵(𝑋) = 𝑟𝐴𝐵(𝑥), 𝑅𝐵𝐴(𝑋) = 𝑟𝐵𝐴(𝑥). (2.6)

При этом полагаем 𝑟𝐴𝑙 (𝑥), 𝑟
𝐵
𝑙 (𝑥), 𝑟

𝐴𝐵(𝑥), 𝑟𝐵𝐴(𝑥) гладкими функциями от 𝑥.

Уравнение (2.4) в новых обозначениях приводит к виду:

𝑟𝐴0 (𝑥) = −𝑟𝐴+(𝑥)− 𝑟𝐴−(𝑥)− 𝑟𝐴𝐵(𝑥),

𝑟𝐵0 (𝑥) = −𝑟𝐵+(𝑥)− 𝑟𝐵−(𝑥)− 𝑟𝐵𝐴(𝑥). (2.7)

Подставляя (2.5) в систему (2.2) и опуская члены
𝑑𝑣𝑖
𝑑𝑡
, 𝑖 = 1,2, получим

систему уравнений:

𝑣1𝑞 = 𝑣1(𝑟
𝐴
+(𝑥)𝑒

−𝑝 + 𝑟𝐴−(𝑥)𝑒
𝑝 + 𝑟𝐴0 (𝑥)) + 𝑣2𝑟

𝐵𝐴(𝑥),

𝑣2𝑞 = 𝑣2(𝑟
𝐵
+(𝑥)𝑒

−𝑝 + 𝑟𝐵−(𝑥)𝑒
𝑝 + 𝑟𝐵0 (𝑥)) + 𝑣1𝑟

𝐴𝐵(𝑥), (2.8)

в которой использованы обозначения:

𝑢′ =
𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
≡ 𝑝, 𝑞 ≡ 𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
.

Условие совместности системы (2.8) как линейной относительно перемен-

ных 𝑣1 и 𝑣2 и условие постоянства частот (2.7) дают:

𝑑𝑒𝑡[𝑀𝑖𝑗(𝑥,𝑝)− 𝑞𝛿𝑖𝑗(𝑥)] = 0, (2.9)

где
𝑀11 = 𝑟𝐴+(𝑒

−𝑝 − 1) + 𝑟𝐴−(𝑒
𝑝 − 1)− 𝑟𝐴𝐵,

𝑀22 = 𝑟𝐵+(𝑒
−𝑝 − 1) + 𝑟𝐵−(𝑒

𝑝 − 1)− 𝑟𝐵𝐴,

𝑀12 = 𝑟𝐵𝐴,𝑀21 = 𝑟𝐴𝐵

(2.10)

Уравнения (2.9) и (2.10) приводят к равенству:

𝑑𝑒𝑡[𝑀𝑖𝑗(𝑥,0)] = 0. (2.11)
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Раскладывая левую часть уравнения (2.9) по степеням 𝑞, получим:

𝐻0 − 𝑞𝐻1 + 𝑞2𝐻2 = 0, (2.12)

где 𝐻0 и 𝐻1 определяются уравнениями (2.16), приведенными ниже, 𝐻2 = 1.

Тогда уравнение Гамильтона—Якоби 𝑞 = −𝐻(𝑥,𝑝) имеет гамильтониан:

𝐻 =
𝐻1 ±

√︀
𝐻2

1 − 4𝐻0𝐻2

2𝐻2
. (2.13)

Из уравнения (2.11) имеем:

𝐻0(𝑥,𝑝)

⃒⃒⃒⃒
𝑝=0

= 0. (2.14)

Для точного решения динамики максимума распределения и дисперсии разло-

жим выражение (2.13) со знаком “-” :

𝐻 =
𝐻1 −

√︀
𝐻2

1 − 4𝐻0

2
≈ 𝐻0

𝐻1
+
𝐻2

0

𝐻3
1

, (2.15)

где

𝐻0 = 𝑑𝑒𝑡[𝑀𝑖𝑗],

𝐻1 = − 𝑑

𝑑𝑞
𝑑𝑒𝑡[𝑀𝑖𝑗(𝑥,𝑝)− 𝑞𝛿𝑖𝑗]

⃒⃒⃒⃒
𝑞=0

. (2.16)

Используем подстановку:

𝑢(𝑥,𝑡) = −𝑉 (𝑡)

2
[𝑥− 𝑦(𝑡)]2 +𝒪([𝑥− 𝑦(𝑡)]3), (2.17)

где 𝑦(𝑡) — среднее число игроков с первой стратегией в момент времени 𝑡.

Продифференцируем (2.12) по 𝑥 в точке 𝑥 = 𝑦(𝑡). Применяя подстановку

(2.17) и обозначения для частных производных вида 𝐻 ′
0,𝑝(𝑥,𝑝) =

𝜕𝐻0(𝑥,𝑝)

𝜕𝑝
и

𝑞′𝑥 =
𝜕𝑞

𝜕𝑥
=

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡
, получим:

[︀
−𝑉 𝐻 ′

0,𝑝(𝑥,𝑝)− 𝑞′𝑥𝐻1(𝑥,𝑝)
]︀ ⃒⃒⃒⃒

𝑝=0

= 0. (2.18)
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Подставляя 𝐻0(𝑥,0), приходим к уравнению для динамики среднего рас-

пределения:

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= −

𝐻 ′
0,𝑝(𝑦,0)

𝐻1(𝑦,0)
≡ 𝑏(𝑦). (2.19)

Вычислим необходимые компоненты для этого выражения, используя

(2.10) и (2.16) :

𝐻0 = 𝑍𝐴(𝑥,𝑝)𝑍𝐵(𝑥,𝑝)− 𝑟𝐵𝐴(𝑥)𝑍𝐴(𝑥,𝑝)− 𝑟𝐴𝐵(𝑥)𝑍𝐵(𝑥,𝑝),

𝑍𝜏(𝑥,𝑝) = 𝑟𝜏+(𝑥)(𝑒
−𝑝 − 1) + 𝑟𝜏−(𝑥)(𝑒

𝑝 − 1), 𝜏 = 𝐴,𝐵.

Заметим, что 𝑍𝜏(𝑦,0) = 0, 𝐻0(𝑦,0) = 0. ОбозначимΔ𝑟𝜏(𝑥) = 𝑟𝜏+(𝑥)−𝑟𝜏−(𝑥).
Имеем:

𝐻 ′
0,𝑝(𝑦,0) = 𝑟𝐵𝐴(𝑦)Δ𝑟𝐴(𝑦) + 𝑟𝐴𝐵(𝑦)Δ𝑟𝐵(𝑦),

𝐻1(𝑦,𝑝) = −𝑟𝐴𝐵(𝑦)− 𝑟𝐵𝐴(𝑦) + 𝑍𝐴(𝑦,𝑝) + 𝑍𝐵(𝑦,𝑝),

𝐻1(𝑦,0) = −𝑟𝐴𝐵(𝑦)− 𝑟𝐵𝐴(𝑦). (2.20)

Отсюда

𝑏(𝑦) ≡ 𝐻 ′
0,𝑝(𝑦,0) = 𝜎Δ𝑟𝐴(𝑦) + (1− 𝜎)Δ𝑟𝐵(𝑦), (2.21)

где 𝜎 =
𝑟𝐵𝐴(𝑦)

𝑟𝐵𝐴(𝑦) + 𝑟𝐴𝐵(𝑦)
.

Рассмотрим динамику дисперсии 𝑉 (𝑡), обозначим 𝑄(𝑡) =
1

𝑉 (𝑡)
и учтем,

что
𝑑𝑄

𝑑𝑡
=
𝑑𝑄

𝑑𝑦
𝑏(𝑦). Следуя работе [42], для дисперсии имеем:

𝑄(𝑦) = 𝑏(𝑦)

∫︁ 𝑦

𝑦0

𝑐(𝑥)𝑑𝑥

𝑏(𝑥)3
, 𝑐(𝑥) = −𝐻 ′′

𝑝𝑝(𝑥,0). (2.22)

Уравнение (2.15) дает:

𝑐(𝑥) = −𝐻 ′′
𝑝𝑝(𝑥,0) = −𝐻

′′
0

𝐻1
+ 2

𝐻 ′
0𝐻

′
1

𝐻2
1

− 2
(𝐻 ′

0)
2

𝐻2
1

, (2.23)
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где

𝐻 ′
1𝑝(𝑥,0) = −Δ𝑟𝐴 −Δ𝑟𝐵

𝐻 ′′
0𝑝𝑝(𝑥,0) = 2Δ𝑟𝐴Δ𝑟𝐵 − 𝑟𝐵𝐴(𝑟𝐴+ + 𝑟𝐴−)− 𝑟𝐴𝐵(𝑟𝐵+ + 𝑟𝐵−).

Заметим, что выражения (2.21) и (2.23) получены при произвольном типе за-

висимости интенсивностей перехода от параметров задачи.

Следующий параграф 2.3.2 посвящен выводу выражений, которые могут

быть использованы в качестве интенсивностей перехода в теоретико-игровой

постановке.

2.3.2 Модель эволюции, основанная на играх в нормальной форме

2× 2

Динамика конечных популяций в постановке процесса Морана.

В рамках теоретико-игрового подхода существуют различные способы

определить функции 𝑅𝜏
𝑚(𝜏 = 𝐴,𝐵,𝑚 = ±1) для кинетического уравнения (2.2)

и функции 𝑟𝜏𝑚(𝜏 = 𝐴,𝐵,𝑚 = ±1) в уравнениях Гамильтона—Якоби. В данном

разделе рассмотрим действие отбора в играх с двумя стратегиями, где дву-

мерные матрицы выплат обозначены как A и B. Интенсивности перехода в

дискретной постановке и при больших размерах популяции 𝑁 будут заданы

в двух вариантах, как предложено в [171]. В первой постановке каждая це-

почка перехода в схеме (2.2) рассматривается как частотно-зависимый процесс

Морана в конечной популяции, что позволяет описать стохастический процесс

рождение-смерть в популяции на микроскопическом уровне.

Рассмотрим двумерные матрицы с постоянными коэффициентами:

A =

[︃
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

]︃
, B =

[︃
𝑒 𝑓

𝑔 𝑘

]︃
. Пусть индексы 1 и 2 обозначают номера стра-

тегий. В момент времени 𝑡 система может находиться или в состоянии A с 𝑋

игроками, использующими первую стратегию, или в состоянии B с 𝑋 игрока-

ми, использующими первую стратегию. Тогда выплаты в каждом из случаев
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имеют вид:

𝜋𝐴1 (𝑋) =
𝑎(𝑋 − 1) + 𝑏(𝑁 −𝑋)

𝑁 − 1
, 𝜋𝐴2 (𝑋) =

𝑐𝑋 + 𝑑(𝑁 −𝑋 − 1)

𝑁 − 1
,

𝜋𝐵1 (𝑋) =
𝑒(𝑋 − 1) + 𝑓(𝑁 −𝑋)

𝑁 − 1
, 𝜋𝐵2 (𝑋) =

𝑔𝑋 + 𝑘(𝑁 −𝑋 − 1)

𝑁 − 1
. (2.24)

Вероятность, что количество индивидов в ситуации A и первой стратегией уве-

личится с 𝑋 до 𝑋 + 1 равна:

𝑅𝐴
+(𝑋) =

1− 𝑤 + 𝑤𝜋𝐴1 (𝑋)

1− 𝑤 + 𝑤⟨𝜋𝐴(𝑋)⟩
· 𝑋
𝑁

· 𝑁 −𝑋

𝑁
, (2.25)

где параметр 𝑤 задает интенсивность отбора [171]. Уменьшение численности

таких индивидов происходит с вероятностью:

𝑅𝐴
−(𝑋) =

1− 𝑤 + 𝑤𝜋𝐴2 (𝑋)

1− 𝑤 + 𝑤⟨𝜋𝐴(𝑋)⟩
· 𝑋
𝑁

· 𝑁 −𝑋

𝑁
. (2.26)

В обоих случаях средняя выплата в популяции обозначена как:

⟨𝜋𝐴(𝑋)⟩ = 𝜋𝐴1 (𝑋)𝑋 + 𝜋𝐴2 (𝑋)(𝑁 −𝑋)

𝑁
. (2.27)

Так как рассматривается модель с двумя стратегиями, для типа A умень-

шение на единицу количества индивидов, использующих первую стратегию,

означает увеличение количества индивидов, использующих вторую стратегию,

и наоборот. Для большего числа стратегий при вычислении параметров в про-

цессе Морана потребуется информация о всем распределении в популяции. Для

ситуации B можно записать аналогичные (2.25), (2.26) выражения с подстанов-

кой другой матрицы выплат.

При 𝑁 → ∞ имеем:

𝜋𝐴1 (𝑥) = 𝑎𝑥+ 𝑏(1− 𝑥), 𝜋𝐴2 (𝑥) = 𝑐𝑥+ 𝑑(1− 𝑥)

𝜋𝐵1 (𝑥) = 𝑒𝑥+ 𝑓(1− 𝑥), 𝜋𝐵2 (𝑥) = 𝑔𝑥+ 𝑘(1− 𝑥). (2.28)
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Уравнения для изменения плотности каждого типа (𝜏 = 𝐴,𝐵):

𝑟𝜏+(𝑥) = lim𝑁 → ∞
(︁
𝜋𝜏
1 (𝑋)−𝜋𝜏

2 (𝑋)
Γ+⟨𝜋𝜏 (𝑥)⟩ · 𝑋

𝑁 · 𝑁−𝑋
𝑁

)︁
=

=
𝑥

Γ + ⟨𝜋𝜏(𝑥)⟩
(𝜋𝜏1(𝑥)− ⟨𝜋𝜏(𝑥)⟩),

(2.29)

где ⟨𝜋𝜏(𝑥)⟩ = 𝑥𝜋𝜏1(𝑥) + 𝜋𝜏2(𝑥)(1 − 𝑥), Γ = 1−𝑤
𝑤 — базовая приспособленность

(относительная сила отбора). Аналогично получим:

𝑟𝜏−(𝑥) =
𝑥

Γ + ⟨𝜋𝜏(𝑥)⟩
(𝜋𝜏2(𝑥)− ⟨𝜋𝜏(𝑥)⟩). (2.30)

Что приводит к скорректированной репликаторной динамике [171]

𝑟𝐴+(𝑥) = 𝑥

(︂
(Ax)1
(x,Ax)

− 1

)︂
, 𝑟𝐴−(𝑥) = 𝑥

(︂
(Ax)2
(x,Ax)

− 1

)︂
, (2.31)

где скобки (x,𝐴x) — скалярное произведение соответствующих элементов. Для

матрицыB интенсивности 𝑟𝐵+ и 𝑟𝐵− имеют тот же вид, что (2.31). Следовательно:

Δ𝑟𝐴(𝑥) = 𝑥

(︂
(Ax)1 − (Ax)2

(x,Ax)

)︂
,

Δ𝑟𝐵(𝑥) = 𝑥

(︂
(Bx)1 − (Bx)2

(x,Bx)

)︂
. (2.32)

Динамика конечных популяций в постановке механизма локаль-

ного регулирования.

Рассмотрим еще один возможный подход к вычислению интенсивностей

перехода в нашей модели: механизм локального регулирования. Рассмотрим,

как и в предыдущем пункте, 𝜋𝜏𝑖 , 𝑖 = 1,2, 𝜏 = 𝐴,𝐵. Вероятности изменения ко-

личества индивидов, использующих первую стратегию, в этом случае будут:

𝑅𝐴
+(𝑋) =

(︂
1

2
+
𝑤

2

𝜋𝐴1 (𝑋)− 𝜋𝐴2
Δ𝜋𝐴max

· 𝑋
𝑁

· 𝑁 −𝑋

𝑁

)︂
, (2.33)

𝑅𝐴
−(𝑋) =

(︂
1

2
+
𝑤

2

𝜋𝐴2 (𝑋)− 𝜋𝐴1
Δ𝜋𝐴max

· 𝑋
𝑁

· 𝑁 −𝑋

𝑁

)︂
. (2.34)
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При 𝑁 → ∞ (𝜏 = 𝐴,𝐵):

𝑟𝜏+(𝑥) = lim𝑁 → ∞
(︁
1
2 +

𝑤
2
𝜋𝜏
1 (𝑋)−𝜋𝜏

2

Δ𝜋𝐴𝜏
max

)︁
· 𝑋
𝑁 · 𝑁−𝑋

𝑁 =

= 𝜅𝑥(𝜋𝜏1 − ⟨𝜋𝜏(𝑥)⟩),
(2.35)

где 𝜅 = 𝑤
Δ𝜋max

.

𝑟𝜏−(𝑥) = 𝜅𝑥(𝜋𝜏2 − ⟨𝜋𝜏(𝑥)⟩). (2.36)

Для матриц порядка 2× 2:

𝑟𝐴+(𝑥) = 𝜅𝑥 ((Ax)1 − (x,Ax)) ,

𝑟𝐴−(𝑥) = 𝜅𝑥 ((Ax)2 − (x,Ax)) . (2.37)

Откуда:

Δ𝑟𝐴(𝑥) = 𝑥𝜅1 ((Ax)1 − (Ax)2) ,

Δ𝑟𝐵(𝑥) = 𝑥𝜅2 ((Bx)1 − (Bx)2) . (2.38)

Различные типы игр в нормальной форме.

В данном параграфе обсудим частные случаи игр в нормальной форме

и их комбинации в случае переменной матрицы выплат. Рассмотрим классиче-

скую постановку с матрицей A =

[︃
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

]︃
. Тогда на симплексе 𝑆2 = {𝑒1, 𝑒2}

определены относительные численности обеих стратегий 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2) ∈ 𝑆2. Ди-

намика системы, подробно описанная во многих работах по эволюционной тео-

рии игр [72], определяется уравнением:

𝑝1 = 𝑝1(𝑒1 ·A𝑝− 𝑝 ·A𝑝)
= 𝑝1(1− 𝑝1)((𝑎− 𝑐+ 𝑑− 𝑏)𝑝1 + 𝑏− 𝑑), (2.39)

упрощенным с учетом равенства 𝑝2 = 1− 𝑝1.

Существует три качественно разных класса двумерных систем, отличаю-

щихся в классической репликаторной динамике типом фазового портрета. Мно-

жество положений равновесия (то есть точки 0 ≤ 𝑝1 ≤ 1, для которых 𝑝1 = 0)

всегда включают 𝑝1 = 0 и 𝑝1 = 1, соответствующие чистым стратегиям. Внут-
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реннее положение равновесия, если такое существует, находится из уравнения

(𝑎− 𝑐+ 𝑑− 𝑏)𝑝1 = 𝑑− 𝑏.

В теории биологического полиморфизма, если рассматривать только два допу-

стимых фенотипа в популяции, положения равновесия 𝑝 = 0 и 𝑝 = 1 свидетель-

ствуют от существовании только одного из фенотипов, тогда как наличие внут-

реннего положения равновесия — о сосуществовании обоих фенотипов [183].

В зависимости от значений постоянных 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, получим один из трех

классов [72]:

– Класс “Дилемма заключенного”(PD). Выплаты соответствуют условию

(𝑎− 𝑐)(𝑑− 𝑏) ≤ 0. Для этого класса траектория, выпущенная из любой

начальной точки, монотонно стремится к 0 или 1, что означает, что

популяция в конечном итоге состоит только из одного типа индивидов.

– Класс “Координационные игры” (CO). Выплаты удовлетворяют нера-

венствам 𝑎 > 𝑐, 𝑑 > 𝑏, (𝑎− 𝑐)(𝑑− 𝑏) > 0. Различные сходящиеся траек-

тории могут стремиться к разным устойчивым положениям равновесия,

внутреннее положение равновесия неустойчиво.

– Класс “Ястребы-голуби” (HD). Выплаты в системах этого класса тако-

вы, что 𝑎 < 𝑐, 𝑑 < 𝑏, а при любой внутренней начальной точке траекто-

рия системы сходится к внутреннему положению равновесия (устойчи-

вому). Этот класс интерпретируется как сосуществование обоих типов

игроков.

а) Дилемма
заключенного

б) Координационная
игра

в) Ястребы-голуби

Рисунок 2.2 — Возможные варианты фазовых портретов в двумерных

играх [72]

Комбинации матриц выплат.
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Проанализируем результаты (2.19) для двумерных матриц A и B

Рассмотрим 6 различных комбинаций классов систем для (2.21).

1. PD+PD. Класс “Дилемма заключенного” получил свое название от хо-

рошо известной в теории игр задачи, когда игроки могут выбрать одну

из двух стратегий: кооперироваться или уклоняться. Выплаты опре-

деляются пропорционально вкладу в приспособленность игрока при

выборе стратегии (или отражают влияние на выживаемость или ре-

продуктивный успех) [77], часто их обозначают “искушение” (T), “воз-

награждение”(R), “наказание”(P) и “проигрыш”(S). Мы рассматриваем

случай, когда в конфликте типа PD выплаты могут определяться одной

из матриц A и B. Например, при изменении внешних условий коопе-

рация может стать более выгодной, но при больших потерях в случае

предательства. Структура матриц имеет вид:

A =

[︃
𝑅 𝑆

𝑇 𝑃

]︃
.

2. HD+HD. В случае с играми типа HD [14] игроки соревнуются за об-

щий ресурс с некоторым значением 𝑉 (предполагаем, что приспособ-

ленность игрока, обладающего ресурсом, растет пропорционально его

объему). В качестве такого ресурса для животных могут выступать тер-

ритория или предпочтительный ареал. Если в борьбе за ресурс коопе-

рация не достигается, то конфликт наносит сторонам ущерб, уменьша-

ющий приспособленность на некоторую величину 𝐶. Название класса

идет от одной из интерпретации ролей в игре такого типа, полагает-

ся, что игрок имеет две стратегии: “Ястреб”, если игрок инициирует

конфликт пока не пострадает сам или не отпугнет противника, или

“Голубь”, если игрок избегает конфликта.

Рассматриваем ситуацию с двумя возможными матрицами выплат. Мы

предполагаем, что популяция делит общую территорию с двумя до-

ступными ресурсами (со значениями для приспособленности 𝑉1 и 𝑉2 :

𝑉1 < 𝑉2 ). Например, мы можем ассоциировать эти ресурсы с конкрет-

ными областями территории. Игроки соревнуются за ресурсы, вступая

в конфликт за один из двух вариантов. Таким образом, одновременно

стратегию игрока определяет только одна из двух матриц: A1(𝑉1) или
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A2(𝑉2). В описанных терминах матрицы принимают вид:

A =

[︃
𝑉−𝐶
2 𝑉

0 𝑉
2

]︃

3. CO+CO. В классе CO наиболее известным примером изученной иг-

ры служит “Борьба полов” [72], в которой игроки взаимно заинтере-

сованы в кооперации, означающей успешное выведение потомства. Но

каждому из игроков предпочтительней разные стратегии. В версии с

двумя матрицами выплат ( A и B ) в зависимости от окружения мо-

жет измениться затратность выведения потомства, а с ней и риск ухода

противника.

Самый простой пример матриц в этом классе (с положительными диа-

гональными элементами):

A =

[︃
𝑎 0

0 𝑑

]︃
.

4. PD+HD или PD+CO. Рассмотрим PD игру с матрицей A𝑃𝐷 =[︃
𝑅 𝑆

𝑇 𝑃

]︃
, где 𝑇 > 𝑅 > 𝑃 > 𝑆. Мы предполагаем, что выплаты 𝑆

могут расти: 𝑆1 > 𝑃 , тогда кооперация (первая стратегия) станет до-

минирующей. Матрица B𝐻𝐷 =

[︃
𝑅 𝑆1

𝑇 𝑃

]︃
представляет HD класс.

Если 𝑆 не изменится, а 𝑅 возрастет (𝑅2 > 𝑇 ), получим игру типа CO

𝐶𝐶𝑂 =

[︃
𝑅 𝑆1

𝑇 𝑃

]︃
.

5. HD+CO.

Рассмотрим случай HD-HD с матрицей, как во втором пункте, и значе-

ниями выплат 𝑉1, 𝑉2. Если поменять набор стратегий для второй мат-

рицы и предложить “Выбрать 𝑉1/𝑉2” вместо “Hawk/Dove”, то получим

игру CO: A2 =

[︃
𝑉1 0

0 𝑉2

]︃
Такой переход означает, что игроки либо

конфликтуют за территорию, либо кооперируются.
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Процесс Морана.

Рассмотрим процесс Морана [171], который позволяет описать динамику

конечной популяции в популяционной генетике [188]. Чтобы организовать ите-

рационный цикл эволюционного процесса, необходимо вычислить прирост чис-

ленности игроков с определенной стратегией, пропорциональный приспособлен-

ности этой стратегии, затем скорректировать размывание популяции для под-

держания постоянного размера. Для вычисления одного шага потребуется пол-

ная информация о распределении в популяции. Используем (2.32) в выражении

(2.21). В общем случае получим тривиальные положения равновесия в уравне-

нии максимума 𝑦 = 0 и 𝑦 = 1, удовлетворяющие 𝑏(𝑦) = 0 (за исключением слу-

чая, когда базовая приспособленность равна 𝑤 = 1 или специальных видов мат-

рицы выплат, которые будут рассмотрены отдельно). Для некоторых матриц A

иB, существует внутренне положение равновесия 𝑦* ∈ (0,1). Для упрощения бу-

дем считать, что интенсивности перехода постоянны (𝑟𝐴𝐵, 𝑟𝐵𝐴 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡). Пусть

𝑝* — положение равновесия для динамики цепочки A и 𝑞* —для B. Рассмотрим

тип этого положения равновесия в зависимости от типов обеих матриц выплат.

1. A,B нуль-диагнональные В этом случае �̇� = 𝑏(𝑦) принимает вид

𝑏(𝑦) =
1

𝑦 − 1

(︂
𝜎

𝑐

𝑏+ 𝑐
+ (1− 𝜎)

𝑔

𝑓 + 𝑔

)︂
+ 1.

(a) PD+PD. Положение равновесия или отсутствует,

или существует внутреннее положение равновесия.

𝐴 =

[︃
0 −3

1 0

]︃
,B =

[︃
0 −1

2 0

]︃
,

Получим 𝑦* = 0.25.

(b) HD+HD или CO+CO, HD+CO. Всегда существует внут-

реннее положение равновесия.

(c) PD+HD или PD+CO. Внутреннее положение равновесия

может не существовать. Например, A задает тип PD, B —

HD. Если A =

[︃
0 −3

1 0

]︃
, B =

[︃
0 −1

−2 0

]︃
, тогда 𝑦* ≈ 0.41.

Но если B =

[︃
0 −4

−1 0

]︃
, тогда внутреннего положения рав-

новесия в (0,1) нет.
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2. A и B общего вида. Теперь 𝑦 = 0 и 𝑦 = 1 — положения равновесия для

любых случаев, когда 𝑎22 ̸= 0, 𝑏22 ̸= 0. Для всех возможных комбина-

ций типов возможно подобрать такие матрицы 𝐴,𝐵, чтобы внутренних

положений равновесия не было или, напротив, можно было найти такое

равновесие.

Механизм локального регулирования.

Рассмотрим механизм локального регулирования [171], который не тре-

бует полной информации о популяции для каждой итерации вычислений, а

использует попарное сравнение репликаторов. Имеем:

𝑏(𝑦) = 𝜎𝑦𝜅1 ((A𝑦)1 − (A𝑦)2) + (1− 𝜎)𝑦𝜅2 ((B𝑦)1 − (B𝑦)2) (2.40)

Из уравнения (2.40) следует, что тривиальные положения равновесия 𝑦 = 0

(и 𝑦 = 1) всегда присутствуют. Так как правая часть имеет квадратичный

порядок, то внутренне положение равновесия может как иметься, так и отсут-

ствовать.

1. PD+PD. Внутреннего положения равновесия нет, еслиA иB совпада-

ют в доминирующей стратегии (точки покоя репликаторного уравнения

равны 1 или 0). Рассмотрим случай, когда тип, задаваемый матрица-

ми A и B соответствует PD, но с разными устойчивыми стратегиями.

A =

[︃
−1 −2

−0.9 −1.5

]︃
,B =

[︃
−2 −7

−2.5 −7.1

]︃
.

Для A доминирует вторая стратегия, для B — первая, внутренне по-

ложение равновесия 𝑦* = 0.5.

Для иллюстрации поведения такой системы приведены рисунки 2.5,

2.6 и 2.7 в трех случаях: 𝜎 = 1 — чистая A-матричная игра, 𝜎 = 0 —

B-матричная игра и 𝜎 = 0.5, игра смешанного типа. На каждой ил-

люстрации эволюционный процесс задан 𝑦(𝑡) =
∑︀

𝑋 [𝑃 (𝑋,𝑡)+𝑄(𝑋,𝑡)]
𝑋
𝑁

(доля игроков с первой стратегией в популяции) при разных начальных

условиях.

2. HD+HD или CO+CO. Всегда существует внутреннее положение

равновесия, которое может быть как устойчивым так и неустойчивым.
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3. PD+HD или PD+CO. Внутренних равновесий может не быть. На-

пример, A — PD типа, B — HD типа. A =

[︃
0 −3

6 0

]︃
,B =

[︃
0 1

6 0

]︃
,

нет внутреннего положения равновесия в интервале (0,1).

Но для матриц A =

[︃
−1 −2

−1.1 −2.5

]︃
,B =

[︃
−3 −3

−3.5 −2

]︃
, имеем точку

покоя 𝑦* = 0.4545.

4. HD+CO. Рассмотрим два случая (существование и отсутствие внут-

реннего положения равновесия). A =

[︃
8 0

1 1

]︃
,B =

[︃
0 5

3 1

]︃
, нет по-

ложения равновесия в интервале (0,1).

Берем A =

[︃
−1 −2

−2 −0.5

]︃
,B =

[︃
−2 −9

−1.5 −10

]︃
, дает положение равно-

весия 𝑦* = 0.5.

2.4 Заключение к главе

В данной главе была предложена новая версия эволюционных игр для

конечных популяций. Предполагается, что эволюционирующая система может

находиться в одном из двух состояний, заданных разными матрицами выплат,

переход между котором происходит с некоторой вероятностью. Близкая про-

блема была рассмотрена в модели Паррондо [43].

Одно из направлений, в котором широко применется эволюционная тео-

рия игр, — моделирование кооперации в сложных системах различной природы.

В частности, взаимодействие систем бактерий или раковых клеток может быть

формализовано в рамках этого подхода. Кооперация раковых клеток являет-

ся одним из актуальных предметов исследования в онкологии, поскольку при-

меняется в некоторых видах терапии [187]. Предложенная нами модификация

эволюционной игры позволяет учесть изменение среды или некоторых условий,

влияющих на результат попарного взаимодействия.

За основу для описания динамики конечных популяций в качестве при-

мера были взяты модели процесса Морана и механизм локального регулиро-

вания. Был применен метод уравнений Гамильтона—Якоби, позволивший пе-
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рейти от системы дифференциальных уравнений большой размерности. Как

и в предыдущей главе, для вывода уравнения (2.8) были опущены члены

(𝑑𝑣1/𝑑𝑡)/𝑁,(𝑑𝑣2/𝑑𝑡)/𝑁 , что позволило вычислить максимум и дисперсию пол-

ного распределения 𝑃 (𝑋,𝑡) + 𝑄(𝑋,𝑡). Предложенный подход можно обобщить

на большее количество матриц выплат, участвующее в переключении, причем

при трех матрицах выплат возможны осцилляции.
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2.5 Основные обозначения

A = {𝑎𝑖𝑗},B = {𝑏𝑖𝑗}, Матрицы выплат, 𝑖,𝑗 — номера стратегий.
𝑖,𝑗 = 1, . . . ,𝑚

𝑁 Общий размер популяции.
𝑋 Численность подпопуляции,

использующей первую стратегию.
𝑃 (𝑋,𝜏), 𝑄(𝑋,𝜏) Вероятности обнаружения системы

в состояниях A и B соответственно с
𝑋 индивидами с первой стратегией
в момент времени 𝜏 .

𝑅𝐴
±(𝑋), 𝑅𝐵

±(𝑋) Интенсивность изменения численности 𝑋
в состояниях A и B соответственно, где
индекс +1 обозначает рост численности,
индекс −1 обозначает уменьшение численности.

𝑅𝐴𝐵(𝑋), 𝑅𝐵𝐴
± (𝑋) Интенсивность изменения состояния

системы 𝑋 с A на B и обратно.
𝑥 Переменная 𝑥 = 𝑋/𝑁 — доля первой

стратегии в популяции.
𝐻(𝑥,𝑡) Гамильтониан системы после подстановки

𝑃 (𝑋,𝑡) = 𝑣1𝑒𝑥𝑝[𝑁𝑢(𝑥,𝑡)], 𝑄(𝑋,𝑡) = 𝑣2𝑒𝑥𝑝[𝑁𝑢(𝑥,𝑡)].

𝑞, 𝑝 Переменные уравнений Гамильтона:
𝑝 = 𝑢′ = 𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥 , 𝑞 = 𝜕𝑢(𝑥,𝑡)
𝜕𝑡 .

𝑟𝐴𝑙 , 𝑟
𝐵
𝑙 , 𝑟

𝐴𝐵
𝑙 ,𝑟𝐵𝐴

𝑙 Интенсивности перехода в уравнениях
Гамильтона—Якоби, 𝑙 = {−1,0,+ 1}.

𝑦(𝑡) Среднее значение общего распределения в системе.
𝑉 (𝑡) Дисперсия общего распределения в системе,

при этом переменная 𝑄 = 1/𝑉 .
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2.6 Иллюстрации
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Численное решение 𝑦 =
∑︀

𝑋 [𝑃 (𝑋,𝑡) +𝑄(𝑋,𝑡)]𝑋𝑁 показано сплошной линией на
графике и соответствует уравнению (2.2) при 𝑁 = 1000. Аналитическое
решение изображено квадратами и соответствует уравнению (2.19).
Параметры моделирования: 𝑟𝐴𝐵 = 0.5, 𝑟𝐵𝐴 = 1, A = [3 1, 3.2 1.5] ,

B = [7 0.1, 7.5 0.3]

Рисунок 2.3 — PD+PD: Максимум распределения 𝑦(𝑡) как функция времени 𝑡,

полученная для процесса Морана.
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Численное решение 𝑄 при 𝑉 =
∑︀

𝑋 [𝑃 (𝑋,𝑡) +𝑄(𝑋,𝑡)](𝑋𝑁 − 1)2 показано
сплошной линией на графике и соответствует уравнению (2.2) при 𝑁 = 1000.

Аналитическое решение изображено треугольниками и соответствует
уравнениям (2.22) и (2.23). Параметры моделирования: 𝑟𝐴𝐵 = 0.5, 𝑟𝐵𝐴 = 1,

A = [3 1, 3.2 1.5] , B = [7 0.1, 7.5 0.3]

Рисунок 2.4 — PD+PD:Дисперсия распределения 𝑉 = 1/𝑄 как функция

времени 𝑡, полученная для процесса Морана.
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Численное решение получено для 𝑁 = 1000 и 𝜎 = 1. Первая стратегия
доминирует, внутренних положений равновесия нет.

Рисунок 2.5 — PD+PD. Максимум распределения 𝑦(𝑡) как функция времени 𝑡,

соответствующая механизму локального регулирования, для разных

начальных распределений.
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Численное решение получено для 𝑁 = 1000 и 𝜎 = 0. Вторая стратегия
доминирует, внутренних положений равновесия нет.

Рисунок 2.6 — PD+PD. Максимум распределения 𝑦(𝑡) как функция времени

𝑡, соответствующая механизму локального регулирования, для разных

начальных распределений.
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Численное решение получено для 𝑁 = 1000 и 𝜎 = 0.5. Положение равновесия
в 𝑦 = 0.5.

Рисунок 2.7 — PD+PD. Максимум распределения 𝑦(𝑡) как функция времени

𝑡, соответствующая механизму локального регулирования, для разных

начальных распределений.
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Глава 3. Распределенные репликаторные системы

3.1 Введение

Модели эволюционной теории игр находят широкое применение во многих

областях, среди которых выделяют две основные категории [72]: биологические

и экономические. Одним из самых распространенных и универсальных инстру-

ментов описания эволюционных процессов являются репликаторные уравнения,

использующиеся в популяционной генетике [15] и в теории предбиологической

эволюции [68; 189]. Подавляющее большинство исследований эволюции коопе-

рации также основаны на репликаторной динамике [170;190]. Один из стандарт-

ных способов записи репликаторных уравнений [103] имеет вид

𝑣𝑖(𝑡) = 𝑣𝑖(𝑓𝑖(v)− f l(v)), i = 1, . . . ,n, (3.1)

где v = (v1(t), . . . ,vn(t))
T — вектор, описывающий состояние системы (на-

пример, распределение вероятностей выбора стратегий в игре в нормальной

форме). Взаимодействие элементов системы формирует функции приспособ-

ленности (фитнеса) 𝑓𝑖(v) отдельных элементов, а выражение 𝑓 𝑙(v) является

усредненной характеристикой этого взаимодействия. Многие модели использу-

ют матричную форму записи для описания взаимодействия: если A — матрица

выплат, то 𝑓𝑖 =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑣𝑗.

Основное допущение, которое позволяет использовать сосредоточенные

репликаторные системы вида (3.1),— отсутствие пространственной зависимо-

сти в системе. Но предположение, что все элементы взаимодействуют с рав-

ной вероятностью друг с другом, зачастую не характерно для реальных биоло-

гических систем. Существуют различные подходы, позволяющие учесть про-

странственную структуру в репликаторных уравнениях: использование про-

странственных решеток [191; 192], случайных графов [47] и систем реакция–

диффузия [193; 194]. Большинство работ, посвященных исследованию распре-

деленных репликаторных систем, рассматривают модификации системы (3.1) с

одной матрицей. В данной работе рассматривается биматричный случай репли-
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каторных систем, для анализа которых выбран подход, предложенный в [49].

Таким образом, исследуется устойчивость распределенных репликаторных си-

стем при условии глобального регулирования для задач с двумя матрицами, вы-

водится связь между теоретико–игровыми понятиями и понятием устойчивости

при учете пространства и демонстрируется существование пространственно–

неоднородных решений. Основные используемые обозначения представлены в

таблице в параграфе 3.5.

3.2 Постановка задачи

В одной из возможных биологических постановок задачи [70] рассматри-

вается система взаимодействия двух популяций, каждая из которых состоит из

𝑛 типов. Если абсолютная численность отдельных типов обозначена 𝑥𝑖, 𝑦𝑗, то

состояния системы описываются наборами x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), y = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ∈
R𝑛

+. При этом x(𝑡),y(𝑡) — дифференцируемы по вещественной переменной 𝑡 > 0,

имеющей смысл времени. Полагается, что попарное взаимодействие типов с

номерами 𝑖 и 𝑗, относящихся к разным популяциям, происходит случайным

образом и характеризуется матрицами взаимодействия A и B с постоянными

элементами {𝑎𝑖𝑗}, {𝑏𝑗𝑖}, 𝑖,𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Интенсивность роста численности отдель-

ного типа пропорциональна эволюционному успеху этого типа, поэтому закон

воспроизводства популяций запишется в виде

�̇�𝑖 = 𝑥𝑖(Ay)𝑖, �̇�𝑗 = 𝑦𝑗(Bx)𝑗, (3.2)

где (Ay)𝑖 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑎𝑖𝑘𝑦𝑘, (Bx)𝑗 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑏𝑗𝑘𝑥𝑘. Считая суммарную численность каж-

дой из популяций достаточно большой постоянной величиной, введем частоты

(относительные численности) типов:

𝑢𝑖 = 𝑥𝑖

⧸︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑥𝑘 , 𝑣𝑗 = 𝑦𝑗

⧸︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑦𝑘 , 𝑖,𝑗 = 1, . . . , 𝑛, (3.3)
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тогда вектор–функции u(𝑡),v(𝑡) принадлежат симплексам вида

𝑆𝑛 =

{︃
s(𝑡) :

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑠𝑖(𝑡) = 1, 𝑠𝑖(𝑡) ≥ 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛

}︃
.

Используя выражения (3.2) и дифференцируя (3.3), получим биматричную ре-

пликаторную систему:

�̇�𝑖 = 𝑢𝑖 ((Av)𝑖 − (u,Av)) , (3.4)

�̇�𝑗 = 𝑣𝑗 ((Bu)𝑗 − (v,Bu)) , 𝑖,𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Здесь под выражениями (Av)𝑖 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑎𝑖𝑘𝑣𝑘, (Bu)𝑖 =
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑏𝑖𝑘𝑢𝑘 понимается при-

способленность типа, называемая фитнесом. Тогда средняя приспособленность

(фитнес) представляется в виде: (u,Av) =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑢𝑖(Av)𝑖, (v,Bu) =
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑣𝑖(Bu)𝑖.

Система (3.4) согласуется с одним из базовых принципов дарвинизма: ре-

продуктивный успех индивида или группы зависит от преимущества собствен-

ной приспособленности перед средней приспособленностью по популяции. При-

ведем основные характеристики репликаторных систем типа (3.4), которые по-

требуются при исследовании распределенных систем.

– Точки покоя системы (3.4) определяются из уравнений:

(Av)1 = (Av)2 = . . . = (Av)𝑛 = 𝛽1, (Bu)1 = (Bu)2 = . . . = (Bu)𝑛 = 𝛽2.

Матрица Якоби в точке покоя в общем виде [15]: 𝐽 =

[︃
Θ 𝐶

𝐷 Θ

]︃
. Здесь

под Θ понимаются нулевые подматрицы размера (𝑛− 1)× (𝑛− 1), под

𝐶,𝐷 — подматрицы некоторых постоянных коэффициентов.

– Характеристический многочлен системы имеет вид 𝑝(𝜆) = det(𝜆2𝐼 −
𝐷𝐶). Если 𝜆— собственное значение, то и (−𝜆)— собственное значение.

Используем этот факт в дальнейшем при анализе устойчивости поло-

жения равновесия (из которого следует, в частности, что в двумерном

случае система не может иметь точку покоя типа фокус или узел).

2.1. Репликаторные системы в теории игр. Теоретико–игровая ин-

терпретация системы (3.4) основана на игре в нормальной форме с двумя иг-

роками, имеющими разные конечные наборы стратегий и разные матрицы вы-
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плат A,B (игры такого типа называют биматричными). В такой постановке

задачи 𝑛 обозначает число чистых стратегий игроков, а u,v ∈ 𝑆𝑛 — смешанные

стратегии игроков. Доминирование одного типа в популяции соответствует чи-

стым стратегиям, возможное сосуществование нескольких типов одновременно

— смешанным. Далее будем рассматривать систему в виде (3.4), учитывая, что

равновесие по Нэшу в биматричной игре с матрицами выплат A,B является

точкой покоя системы (3.4) (обратное, вообще говоря, неверно) [103].

3. Распределенная репликаторная система. Рассмотрим реплика-

торную систему с диффузией:

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

= 𝑢𝑖
(︀
(Av)𝑖 − 𝑓𝐴(𝑡)

)︀
+ 𝑑𝐴𝑖

𝜕2𝑢𝑖
𝜕𝑥2

, 𝑖 = 1, . . . ,𝑛, (3.5)

𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑡

= 𝑣𝑗
(︀
(Bu)𝑗 − 𝑓𝐵(𝑡)

)︀
+ 𝑑𝐵𝑗

𝜕2𝑣𝑗
𝜕𝑥2

, 𝑗 = 1, . . . ,𝑛,

где 𝑑𝐴𝑖 , 𝑑
𝐵
𝑗 — положительные коэффициенты диффузии. Для данной систе-

мы 𝑢𝑖 = 𝑢𝑖(𝑥,𝑡), 𝑣𝑖 = 𝑣𝑖(𝑥,𝑡), где 𝑥 — пространственная переменная, 𝑡 > 0,

𝑓𝐴(𝑡), 𝑓𝐵(𝑡) — фитнесы каждого игрока. Исходя из биологической и теоретико–

игровой предпосылок модели имеет смысл рассматривать ограниченную об-

ласть определения пространственной переменной: 𝐷 ∈ R𝑘 с кусочно–гладкой

границей Γ, 𝑥 ∈ 𝐷 (𝑘 = 1,2 или 3). Положим, что 𝑢𝑖(𝑥,𝑡), 𝑣𝑖(𝑥,𝑡) дифферен-

цируемы по 𝑡 при любых 𝑥 ∈ 𝐷 и принадлежат пространству Соболева 𝑊 1
2 (𝐷)

при 𝐷 ∈ R1 или 𝑊 2
2 при 𝐷 ∈ R2(𝐷 ∈ R3) как функции от 𝑥 при фиксирован-

ном времени. Составим условие, аналогичное условию постоянства частот для

сосредоточенной системы (3.4):

∀𝑡 :
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁
𝐷

𝑢𝑖(𝑥,𝑡)𝑑𝑥 = 1,
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁
𝐷

𝑣𝑖(𝑥,𝑡)𝑑𝑥 = 1.

Тогда фитнесы обеих популяций имеют вид 𝑓A =
∫︀
𝐷

(u,Av)𝑑𝑥, 𝑓𝐵 =∫︀
𝐷

(v,Bu)𝑑𝑥. На границе Γ множества 𝐷 зададим однородное условие Неймана:

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑥∈Γ

= 0,
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑥∈Γ

= 0, где 𝑛 — внешняя нормаль к границе множества. В

момент времени 𝑡 = 0 заданы условия Коши: u(𝑥,0) = 𝜑𝐴(𝑥), v(𝑥,0) = 𝜑𝐵(𝑥).

Введем обозначение 𝐷𝑡 = 𝐷 × [0;∞), 𝑆𝑛(𝐷𝑡) — множество неотрицательных
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вектор–функций y(𝑥,𝑡) с нормой элементов

‖𝑦𝑖‖𝑆 = max
𝑡≥0

{︂
‖𝑦𝑖(𝑥,𝑡)‖𝑊 𝑘

2
+ ‖𝜕𝑦𝑖(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
‖𝑊 𝑘

2

}︂
.

Решение поставленной начально–краевой задачи будем искать в классе 𝑆𝑛(𝐷𝑡)

функций, удовлетворяющих выражениям

∞∫︁
0

∫︁
𝐷

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡
𝜂(𝑥,𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

∞∫︁
0

∫︁
𝐷

𝑢𝑖[(𝐴v)𝑖 − 𝑓𝐴(𝑡)]𝜂(𝑥,𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡− 𝑑𝐴𝑖

∞∫︁
0

∫︁
𝐷

(∇𝑢𝑖,∇𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑡,

∞∫︁
0

∫︁
𝐷

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡
𝜂(𝑥,𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

∞∫︁
0

∫︁
𝐷

𝑣𝑖[(Bu)𝑖 − 𝑓𝐵(𝑡)]𝜂(𝑥,𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡− 𝑑𝐵𝑖

∞∫︁
0

∫︁
𝐷

(∇𝑣𝑖,∇𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑡,

выполненным при любых дифференцируемых по 𝑡 функциях 𝜂(𝑥,𝑡) с компакт-

ным носителем на [0,+∞), принадлежащих к соответствующему пространству

Соболева по 𝑥.

3.3 Методы и результаты

3.3.1 Исследование распределенной системы общего вида

В качестве положений равновесия динамической системы (3.5) рассмот-

рим решения w𝐴(𝑥),w𝐵(𝑥) уравнений

𝑑𝐴𝑖 △w𝐴(𝑥) + 𝑤𝐴
𝑖

(︀
(Aw𝐵)𝑖 − 𝑓𝐴

)︀
= 0, 𝑖 = 1,𝑛,

𝑑𝐵𝑗 △w𝐵(𝑥) + 𝑤𝐵
𝑗

(︀
(Bw𝐴)𝑗 − 𝑓𝐵

)︀
= 0, 𝑗 = 1,𝑛, (3.6)

с граничными условиями
𝜕𝑤𝐴

𝑖

𝜕𝑛
= 0,

𝜕𝑤𝐵
𝑖

𝜕𝑛
= 0, условиями баланса

𝑛∑︀
𝑖=1

∫︀
𝐷

𝑤𝜏
𝑖 𝑑𝑥 = 1, 𝜏 = 𝐴,𝐵. Множество неотрицательных функций 𝑤𝜏

𝑖 (𝑥), 𝜏 =

𝐴,𝐵, принадлежащих соответствующему пространству Соболева при 𝑖 =

1, . . . , 𝑛, удовлетворяющих последнему условию, будем обозначать 𝑆𝑛(𝐷). Сред-
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ние фитнесы в этом случае постоянны, так как принимают вид 𝑓𝐴 =∫︀
𝐷

(w𝐴,Aw𝐵)𝑑𝑥; 𝑓𝐵 =
∫︀
𝐷

(w𝐵,Bw𝐴)𝑑𝑥. Точки покоя исходной системы без диф-

фузии удовлетворяют стационарным уравнениям системы (3.6), такие решения

будем называть пространственно однородными решениями системы (3.5). При-

чем обратное тоже верно: пространственно однородные решения системы (3.6)

также будут точками покоя исходной системы (3.4). Для анализа устойчивости

стационарных решений системы (3.5) введем определение.

Определение 1. Будем говорить, что стационарное решение системы (3.6)

w*(𝑥) = (w𝐴*,w𝐵*) ∈ 𝑆𝑛 × 𝑆𝑛 устойчиво по Ляпунову, если для любого 𝜀 > 0

существует такая окрестность

𝑈 𝛿 =

{︃
(w𝐴(𝑥),w𝐵(𝑥)) ∈ 𝑆𝑛 × 𝑆𝑛,

𝑛∑︁
𝑖=1

‖𝑤𝜏*
𝑖 (𝑥)− 𝑤𝜏

𝑖 (𝑥)‖𝑊 𝑘
2
< 𝛿2, 𝜏 = 𝐴,𝐵,

}︃

пары (w𝐴*(𝑥),w𝐵*(𝑥)), что при любых начальных условиях системы (3.5), при-

надлежащих окрестности 𝑈 𝛿, будет выполнено

𝑛∑︁
𝑖=1

‖𝑢𝑖(𝑥,𝑡)− 𝑤𝐴*
𝑖 (𝑥)‖𝑆 6 𝜀2,

𝑛∑︁
𝑖=1

‖𝑣𝑖(𝑥,𝑡)− 𝑤𝐵*
𝑖 (𝑥)‖𝑆 6 𝜀2,

при любом 𝑡 > 0. Здесь под 𝑢𝑖(𝑥,𝑡),𝑣𝑖(𝑥,𝑡) понимается соответствующее реше-

ние системы (3.5) с начальными условиями 𝑤𝐴
𝑖 (𝑥), 𝑤

𝐵
𝑖 (𝑥), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Здесь

‖𝑢‖B = max𝑡≥0{‖𝑢(𝑥,𝑡)‖𝑊 𝑘
2
+ ‖𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡 ‖𝑊 𝑘
2
}.

Рассмотрим следующую краевую задачу на собственные значения:

△𝜓(𝑥) + 𝜆𝜓(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝐷, 𝜕𝑛𝜓|𝑥∈Γ = 0. (3.7)

При 𝜓0(𝑥) = 1, {𝜓𝑖(𝑥)}∞𝑖=1 — полная система в пространстве Соболева 𝑊 1
2 ,

такая, что

⟨𝜓𝑖(𝑥), 𝜓𝑗(𝑥)⟩ =
∫︁
𝐷

𝜓𝑖(𝑥)𝜓𝑗(𝑥)𝑑𝑥 = 𝛿𝑖𝑗, (3.8)

где под 𝛿𝑖𝑗 подразумевается символ Кронекера. Соответствующие собственные

значения удовлетворяют условию [195]: 0 = 𝜆0 < 𝜆1 6 . . . 6 𝜆𝑖 6 . . . 6 lim
𝑖→∞

=

+∞.
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Теорема 1. Пусть пара (u*,v*) ∈ int(𝑆𝑛×𝑆𝑛) является устойчивым по Ляпу-

нову положением равновесия системы (3.4), тогда для любых положитель-

ных значений коэффициентов диффузии 𝑑𝐴𝑖 , 𝑑
𝐵
𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, это положение

дает устойчивое пространственно однородное стационарное решение распре-

деленной системы (3.5).

Будем искать решение системы (3.5) в виде

𝑢𝑖(𝑥,𝑡) = 𝑢*𝑖 + 𝑤𝐴
𝑖 (𝑥,𝑡), 𝑣𝑖(𝑥,𝑡) = 𝑣*𝑖 + 𝑤𝐵

𝑖 (𝑥,𝑡), (3.9)

𝑤𝐴
𝑖 (𝑥,𝑡) = 𝐶 𝑖

0(𝑡) +
∞∑︁
𝑘=1

𝐶 𝑖
𝑘(𝑡)𝜓𝑘(𝑥), 𝑤𝐵

𝑖 (𝑥,𝑡) = 𝐸𝑖
0(𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

𝐸𝑖
𝑘(𝑡)𝜓𝑘(𝑥),

где (u*,v*) — положение равновесия исходной системы без диффузии (3.4),

𝐶 𝑖
𝑘(𝑡),𝐸

𝑖
𝑘(𝑡)− гладкие функции, стремящиеся к нулю при 𝑡 → ∞, при этом

𝜓𝑖 удовлетворяют (3.7) и (3.8) при всех 𝑖. Используя условия Коши и постоян-

ства частот, получим

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑢*𝑖 = 1,
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑣*𝑖 = 1 ⇒
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐶 𝑖
0(𝑡) = 0,

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐸𝑖
0(𝑡) = 0. (3.10)

1. Положим 𝑘 = 0 и подставим решение вида (3.9) в систему (3.5), учи-

тывая, что в положении равновесия выполнено (Av*)𝑖 − (u*,Av*) = 0

и (Av*,𝐶0) = 0 (следствие условия (3.10)). Оставляя только линейные

члены, получим (применяя аналогичную процедуру и для 𝐸0)

𝑑

𝑑𝑡
𝐶 𝑖

0(𝑡) = 𝑢*𝑖
(︀
(A𝐸0)𝑖 − (A𝑇u*,𝐸0)

)︀
, (3.11)

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑖

0(𝑡) = 𝑣*𝑖
(︀
(B𝐶0)𝑖 − (B𝑇v*,𝐶0)

)︀
, (3.12)

где 𝐸0 = (𝐸1
0 , . . . , 𝐸

𝑛
0 ), 𝐶0 = (𝐶1

0 , . . . , 𝐶
𝑛
0 ). Якобиан исходной системы

без диффузии (3.4), взятый в точке (u*,v*), совпадает с матрицей этой

системы (3.11): 𝐽 =

[︃
0 𝐶

𝐷 0

]︃
, где 𝐶 = {𝑐𝑖𝑗} : 𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗𝑢

*
𝑖 − 𝑢*𝑖 (𝐴u

*)𝑖,

𝐷 = {𝑑𝑖𝑗} : 𝑑𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗𝑣
*
𝑖 − 𝑣*𝑖 (Bv

*)𝑖. Таким образом, тривиальное поло-

жение равновесия системы (3.11) также будет устойчиво.
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2. Умножая уравнения системы (3.5) на функции 𝜓𝑘(𝑥) и оставляя только

линейные члены при подстановке (3.9) с учетом выражения (3.7) имеем

𝑑

𝑑𝑡
𝐶 𝑖

𝑘(𝑡) = 𝑢*𝑖 (A𝐸𝑘)𝑖 − 𝜆𝑘𝑑
𝐴
𝑖 𝐶

𝑖
𝑘(𝑡),

𝑑

𝑑𝑡
𝐸𝑖

𝑘(𝑡) = 𝑣*𝑖 (B𝐶𝑘)𝑖 − 𝜆𝑘𝑑
𝐵
𝑖 𝐸

𝑖
𝑘(𝑡),

где 𝜆𝑘 — собственное значение задачи (3.7). Матрица Якоби послед-

ней системы: 𝐽 =

[︃
Λ1 A*

B* Λ2

]︃
, где A* = {𝑢*𝑖𝑎𝑖𝑗}, B* = {𝑣*𝑖 𝑏𝑖𝑗}, Λ1 =

{−𝑑𝐴𝑖 𝜆𝑘𝛿𝑖𝑗}, Λ2 = {−𝑑𝐵𝑖 𝜆𝑘𝛿𝑖𝑗}, 𝛿𝑖𝑗 =

{︃
0, 𝑖 ̸= 𝑗

1, 𝑖 = 𝑗
. Получим выражение

для следа якобиана:

Tr𝐽 = −𝜆𝑘
∑︁
𝑖

(𝑑𝐴𝑖 + 𝑑𝐵𝑖 ) < 0.

Следовательно, положение равновесия (u*,v*) устойчиво.

3.2 Существование пространственно неоднородных решений. Рассмот-

рим систему (3.5), представив ее в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑤𝐴
𝑖

𝑑𝑥
= 𝑝𝑖(𝑥);

𝑑𝑝𝑖
𝑑𝑥

= − 1
𝑑𝐴𝑖
𝑤𝐴

𝑖

(︀
(A𝑤𝐵)𝑖 − 𝑓𝐴

)︀
;

𝑑𝑤𝐵
𝑖

𝑑𝑥
= 𝑞𝑖(𝑥);

𝑑𝑞𝑖
𝑑𝑥

= − 1
𝑑𝐵𝑖
𝑤𝐵

𝑖

(︀
(B𝑤𝐴)𝑖 − 𝑓𝐵

)︀
;

где 𝑓𝐴 =
∫︀
𝐷(𝑤

𝐴,A𝑤𝐵); 𝑓𝐵 =
∫︀
𝐷(𝑤

𝐵,B𝑤𝐴). Причем 𝑝𝑖(0) = 𝑞𝑖(0) = 0 ⇒ 𝑤𝑘
𝑖 =

0; 𝑘 = 𝐴,𝐵; 𝑖 = 1,𝑛. Точка покоя такой системы определяется из уравнений:

𝑝*𝑖 = 0,𝑞*𝑖 = 0; (A𝑤𝐵)𝑖 = (𝑤𝐴,A𝑤𝐵); (B𝑤𝐴)𝑖 = (𝑤𝐵,B𝑤𝐴); 𝑖 = 1,𝑛.

Более того, эта точка будет являться точкой покоя и для исходной системы

без диффузии. Характеристический многочлен этой системы: (−𝜆)4𝑛− | 𝐷𝐵 |
· | 𝐶𝐴 | , 𝐶𝐴,𝐷𝐵 совпадают с введенными ранее блоками 𝐶,𝐷 с точностью до

деления на соответствующие коэффициенты диффузии.
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Введем некоторые специальные множества в фазовом пространстве. Обо-

значим за Σ множество, на котором 𝑝,𝑞 обращаются в ноль:

Σ = {𝑝 ∈ R𝑛,𝑞 ∈ R𝑛; 𝑝𝑖 = 0; 𝑞𝑖 = 0; 𝑖 = 1,𝑛}.

Гиперплоскость, на которой 𝑤𝐴,𝑤𝐵 совпадает с 𝑢*,𝑣*:

Π = {(𝑤𝐴,𝑤𝐵) : 𝑤𝐴
𝑖 = 𝑢*𝑖 , 𝑤

𝐵
𝑖 = 𝑣*𝑖 ; 𝑖 = 1,𝑛}.

𝑈− = {(𝑤𝐴,𝑤𝐵) : (A𝑤𝐵)𝑖 − 𝑓𝐴 < 0}; 𝑉− = {(𝑤𝐴,𝑤𝐵) : (B𝑤𝐵)𝑖 − 𝑓𝐵 < 0};

𝑈+ = {(𝑤𝐴,𝑤𝐵) : (A𝑤𝐵)𝑖 − 𝑓𝐴 > 0}; 𝑉+ = {(𝑤𝐴,𝑤𝐵) : (B𝑤𝐴)𝑖 − 𝑓𝐵 > 0}.

Пусть значение 𝑥 увеличивается от нуля, так как 𝑥 = 0 : 𝑝(0) = 𝑞(0), то начало

фазовой траектории лежит на гиперплоскости Σ.Пусть 𝑤(0) = (𝑤𝐴(0),𝑤𝐵(0)) ∈
𝑈−
⋂︀
𝑉−. Отсюда получим, что 𝑝𝑖(𝑥),𝑞𝑖(𝑥) возрастает по 𝑥 в окрестности ну-

ля ∀𝑖. Таким образом, 𝑝𝑖(𝑥) > 0, 𝑞𝑖(𝑥) > 0,∀𝑖, что означает рост 𝑤A
𝑖 ,𝑤

𝐵
𝑖 . Если

(A𝑤𝐵(0))𝑖 < (A𝑤𝐵(𝑥))𝑖; (B𝑤𝐴(0))𝑖 < (B𝑤𝐴(𝑥))𝑖; то (A𝑤𝐵)𝑖−𝑓𝐴; (B𝑤𝐴)𝑖−𝑓𝐵

возрастают при увеличении 𝑥. Продолжая аналогичные рассуждения, приходим

к выводу, что такой характер роста будет верным при всех 𝑥. Следовательно,

найдется такая пара (𝑤𝐴,𝑤𝐵), что будет достигнута гиперплоскость Π, после

чего, в силу непрерывности функций, (𝑤𝐴,𝑤𝐵) ∈ 𝑈+

⋂︀
𝑉+ и 𝑝𝑖(𝑥),𝑞𝑖(𝑥) начнут

убывать. Но тогда найдется такое 𝑥*𝑖 , что повторно будет достигнута гипер-

плоскость Σ. В 𝑥*𝑖 = 1,∀𝑖 = 1,𝑛. Но аналогичным образом можно уменьшить

значение вдвое: фазовая траектория совершит цикл и попадет на гиперплос-

кость Π. Продолжая уменьшать выбранную величину, получим, что (3.6) имеет

пространственно неоднородное решение.

3.1. Игровая динамика распределенных репликаторных уравне-

ний.
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Определение 2. Будем говорить, что пара (ŵ𝐴(𝑥),ŵ𝐵(𝑥)) ∈ 𝑆𝑛(𝐷) × 𝑆𝑛(𝐷)

является распределенным равновесием по Нэшу, если∫︁
𝐷

(︀
u(𝑥,𝑡),Aŵ𝐵(𝑥)

)︀
𝑑𝑥 ≤

∫︁
𝐷

(︀
ŵ

𝐴(𝑥),Aŵ𝐵(𝑥)
)︀
𝑑𝑥,

∫︁
𝐷

(︀
v(𝑥,𝑡),Bŵ𝐴(𝑥)

)︀
𝑑𝑥 ≤

∫︁
𝐷

(︀
ŵ

𝐵(𝑥),Bŵ𝐴(𝑥)
)︀
𝑑𝑥,

∀ (u(𝑥,𝑡),v(𝑥,𝑡)) ∈ 𝑆𝑛(𝐷)× 𝑆𝑛(𝐷) : u ̸= ŵ
𝐴; v ̸= ŵ

𝐵.

Тогда если (ŵ𝐴,ŵ𝐵) — распределенное равновесие по Нэшу, то оно явля-

ется и равновесием по Нэшу в классическом смысле:∫︁
𝐷

(u(𝑥,𝑡),Aŵ𝐵(𝑥))𝑑𝑥 = (ū(𝑡),Aŵ𝐵), ū(𝑡) =

∫︁
𝐷

𝑢𝑖(𝑥,𝑡)𝑑𝑥,∫︁
𝐷

(v(𝑥,𝑡),Bŵ𝐴(𝑥))𝑑𝑥 = (v̄(𝑡),Bŵ𝐴), v̄(𝑡) =

∫︁
𝐷

𝑣𝑖(𝑥,𝑡)𝑑𝑥.

Так как ∀𝑡 :
𝑛∑︀

𝑖=1

∫︀
𝐷

𝑢𝑖(𝑥,𝑡)𝑑𝑥 = 1,
𝑛∑︀

𝑖=1

∫︀
𝐷

𝑣𝑖(𝑥,𝑡)𝑑𝑥 = 1, то ū(𝑡) ∈ 𝑆𝑛, v̄(𝑡) ∈ 𝑆𝑛.

Откуда

(ū,Aŵ𝐵) ≤ (ŵ𝐴,Aŵ𝐵), (v̄,𝐵ŵ𝐴) ≤ (ŵ𝐵,Bŵ𝐴).

Теорема 2. Если (ŵ𝐴(𝑥),ŵ𝐵(𝑥)) ∈ int(𝑆𝑛 × 𝑆𝑛) является устойчивым по Ля-

пунову решением системы (3.5), тогда (ŵ𝐴(𝑥),ŵ𝐵(𝑥)) — распределенное рав-

новесие по Нэшу.

Доказательство аналогично приведенному в работе [49] для симметрич-

ных репликаторных систем. Пара (�̂�𝐴(𝑥),�̂�𝐵(𝑥)) по определению устойчива по

Ляпунову:

∀𝜀 > 0 ∃
𝑈 𝛿
1 = {𝑤(𝑥) ∈ 𝑆𝑛(Ω) :

∑︀𝑛
𝑖=1 ‖�̂�𝐴

𝑖 − 𝑤𝑖(𝑥)‖2𝑊 1
2 (Ω)

≤ 𝛿};
𝑈 𝛿
2 = {𝑤(𝑥) ∈ 𝑆𝑛(Ω) :

∑︀𝑛
𝑖=1 ‖�̂�𝐵

𝑖 − 𝑤𝑖(𝑥)‖2𝑊 1
2 (Ω)

≤ 𝛿}

– окрестности �̂�𝐴(𝑥),�̂�𝐵(𝑥), такие что ∀𝑡 ≥ 0

𝑛∑︁
𝑖=1

‖𝑢𝑖(𝑥,𝑡)− �̂�1
𝑖 (𝑥)‖2 ≤ 𝜀2;
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𝑛∑︁
𝑖=1

‖𝑣𝑖(𝑥,𝑡)− �̂�2
𝑖 (𝑥)‖2 ≤ 𝜀2.

Докажем от противного. Пусть (�̂�1(𝑥),�̂�2(𝑥)) не является равновесием по Нэшу

в смысле распределенной системы. Учитывая непрерывность скалярного про-

изведения, ∃𝑖 и
∃𝜉1,𝜉2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 :∫︁

Ω

(A𝑣(𝑥,𝑡))𝑖𝑑𝑥−
∫︁
Ω

(𝑢(𝑥,𝑡),A𝑣(𝑥,𝑡)) 𝑑𝑥 > 𝜉1;

∫︁
Ω

(B𝑢(𝑥,𝑡))𝑖𝑑𝑥−
∫︁
Ω

(𝑣(𝑥,𝑡),𝐵𝑢(𝑥,𝑡)) 𝑑𝑥 > 𝜉2.

Тогда для любых элементов из окрестности (�̂�1(𝑥),�̂�2(𝑥)) выполнено (исходя

из системы без диффузии)

𝑑
𝑑𝑡𝑙𝑛(𝑢𝑖(𝑡)) =

∫︀
Ω ((A𝑣(𝑥,𝑡))𝑖 − (𝑢(𝑥,𝑡),A𝑣(𝑥,𝑡))) 𝑑𝑥+ 𝑑𝐴𝑖

∫︀
Ω

Δ𝑢𝑖(𝑥,𝑡)
𝑢𝑖(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥;
𝑑
𝑑𝑡𝑙𝑛(𝑣𝑖(𝑡)) =

∫︀
Ω ((B𝑢(𝑥,𝑡))𝑖 − (𝑣(𝑥,𝑡),B𝑢(𝑥,𝑡))) 𝑑𝑥+ 𝑑𝐵𝑖

∫︀
Ω

Δ𝑣𝑖(𝑥,𝑡)
𝑣𝑖(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥;

где 𝑙𝑛(𝑢𝑖(𝑡)) =
∫︀
Ω 𝑙𝑛(𝑢𝑖(𝑥,𝑡))𝑑𝑥; 𝑙𝑛(𝑣𝑖(𝑡)) =

∫︀
Ω 𝑙𝑛(𝑣𝑖(𝑥,𝑡))𝑑𝑥. Используем гра-

ничное условие Неймана:∫︁
Ω

Δ𝑢𝑖(𝑥,𝑡)

𝑢𝑖(𝑥,𝑡)
𝑑𝑥 =

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω

1

𝑢2𝑖 (𝑥,𝑡)

(︂
𝜕𝑢𝑖(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥𝑘

)︂2

𝑑𝑥 ≥ 0.

Для 𝑣 аналогично.

𝑑

𝑑𝑡
(𝑙𝑛(𝑢𝑖(𝑡))) > 𝜉1 > 0;

𝑑

𝑑𝑡
(𝑙𝑛(𝑣𝑖(𝑡))) > 𝜉2 > 0.

𝑙𝑛(𝑢𝑖(𝑡)) > 𝜉1𝑡+ 𝑘𝑖 > 0; 𝑙𝑛(𝑣𝑖(𝑡)) > 𝜉2𝑡+ 𝑘𝑖 > 0; 𝑖 = 1,𝑛.

Так как 𝑢𝑖(𝑥,𝑡) > 0; 𝑣𝑖(𝑥,𝑡) > 0; применим неравенство Йенсена

𝑙𝑛(𝑢𝑖(𝑡)) ≤ 𝑙𝑛(𝑢𝑖(𝑡));

𝑙𝑛(𝑣𝑖(𝑡)) ≤ 𝑙𝑛(𝑣𝑖(𝑡)); 𝑖 = 1,𝑛.

Отсюда

�̄�𝑖(𝑡) > 𝐶0 exp 𝜉1𝑡; 𝑣𝑖(𝑡) > 𝐶0 exp 𝜉2𝑡; 𝑡 ≥ 0.
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Противоречие с предположением устойчивости по Ляпунову.

3.3.2 Репликаторные системы с матрицами 2× 2 :

Родительский вклад

Рассмотрим системы (3.4) с двумя стратегиями, которые можно разделить на

два класса в зависимости от типа положения равновесия [15]: центр или седло.

Рассмотрим задачу, известную как “родительский вклад”, или “борьба полов”.

В изначальной постановке [76] в задаче рассматривался вклад особей двух по-

лов в выведение общего потомства, при наборе из двух стратегий (“охранять”

или “покинуть”) и параметрах: вероятность выживания потомства при разных

парах стратегий, вероятность завести потомство с еще одной женской особью

для мужских особей, количество потомков у самки [14]. В другой интерпрета-

ции [196] также оценивается вклад родительских особей в выращивание общего

потомства, но в расчет принимаются другие параметры и способы поведения

[14;15]. Выбирается по два типа стратегии: женская особь может придерживать-

ся так называемых “медленной” и “быстрой” стратегий (𝑣1,𝑣2), мужская — “непо-

стоянной” и “верной” (𝑢1, 𝑢2). Введем константы, характеризующие выплаты: 𝐺

— успешное выращивание потомства, увеличивает фитнес обоих полов, (−𝐶) —
если одна особь (женская) растит потомство в одиночестве, (−/2) — если особи

участвуют в равной мере в выведении потомства, (−𝐸) — затраты на длитель-

ный период ухаживания. Матрицы выплат A (мужская особь) и B (женская

особь): 𝐴 =

[︃
0 𝐺

𝐺− 𝐶/2− 𝐸 𝐺− 𝐶/2

]︃
, B =

[︃
0 𝐺− 𝐶/2− 𝐸

𝐺− 𝐶 𝐺− 𝐶/2

]︃
. При-

чем 0 < 𝐸 < 𝐺 < 𝐶 < 2(𝐺 − 𝐸). Положение равновесия системы (центр)

имеет вид 𝐹 =

(︂
𝐸

𝐶 −𝐺+ 𝐸
;

𝐺− 𝐶

𝐺− 𝐶 − 𝐸
;

𝐶

2(𝐺− 𝐸)
;
𝐺− 𝐶/2− 𝐸

𝐺− 𝐸

)︂
. Таким об-

разом, данная упрощенная модель взаимодействия полов является примером

естественного биологического осциллятора.

Численно данная задача интегрировалась по явной схеме Эйлера перво-

го порядка, производные аппроксимировались центральными разностями. Для

численного моделирования были выбраны конкретные значения затрат𝐺 = 1.0,

𝐶 = 1.1 и 𝐸 = 0.1 и построены соответствующие матрицы. На рис. 3.3 приведен
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фазовый портрет данной системы. При включении механизма диффузии проис-

ходит постепенное устранение пространственной неоднородности, на рис. 3.4 по-

казан процесс изменения 𝑢1(𝑡,𝑥) при коэффициентах диффузии 𝑑𝐴𝑖 = 𝑑𝐵𝑖 = 0.02

и пространственно неоднородном начальном распределении.

5. Репликаторные системы с матрицами 2×2 : “ястребы–голуби”.

Рассмотрим еще один классический пример. Две особи (два вида) конкурируют

за территорию или полезный ресурс. Каждый игрок может выбрать одну из

стратегий: “ястреб” или “голубь”. Названия стратегий условные, обозначающие

лишь два типа поведения: вступить в агрессивный конфликт или отступить. В

асимметричной форме игры будем считать ущерб игроков различным в случае,

если они выбирают разные стратегии. Пусть первый игрок — “владелец”, второй

— “захватчик”. Если оба выбирают агрессивное поведение, ущерб будем считать

одинаковым и равным 𝑎, если оба отступили — 0. В случае атаки “захватчика”

ущерб соответственно 𝑒 ≤ 𝑐; агрессивного поведения “владельца” — 𝑏 ≤ 𝑑.

Причем 𝑎 ≤ 𝑐 ≤ 𝑒, 𝑎 ≤ 𝑑 ≤ 𝑏, A =

[︃
𝑎 𝑏

𝑐 0

]︃
, B =

[︃
𝑎 𝑑

𝑒 0

]︃
. Данный класс

задач, но с различными интерпретациями, крайне распространен. В теории игр

аналогичными ему являются “дилемма заключенного” и координационная игра.

В любом варианте внутренняя точка покоя, если она есть, — седло.

Рассматриваемая задача также была исследована численно для следую-

щих значений параметров : 𝑎 = 1, 𝑏 = 3, 𝑐 = 4, 𝑑 = 5, 𝑒 = 3. Фазовый портрет

системы изображен на рис. 3.1. При значении всех коэффициентов диффузии

равном 0.02 пространственно неоднородные начальные условия со временем

переходят в пространственно однородные (рис. 3.2). Причем устойчивость до-

стигнутого положения равновесия это проявление стабилизирующего эффекта

диффузии (в обычном случае это неустойчивое равновесие). При достаточно

больших коэффициентах диффузии получен стабилизирующий эффект.
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3.4 Заключение к главе

В данной главе рассмотрена пространственно распределенная версия ре-

пликаторной системы, соответствующей биматричной игре. Исследовано пре-

дельное поведение пространственно однородных решений, доказана теорема о

сохранении устойчивости. Предложено обобщение теоретико-игровой термино-

логии на случай распределенной системы и установлена связь между равнове-

сием по Нэшу и устойчивостью по Ляпунову.

Основной результат этой главы согласуется с теорией Р. Дурретт и С. Ле-

вин [44], где авторы обсуждали различные подходы к моделированию простран-

ственной динамики. В рассмотренной задаче методу самосогласованного поля,

при котором полагается, что попарное взаимодействие индивидов в достаточно

большой и однородной популяции равновероятно, соответствует классическая

биматричная репликаторная система. В качестве модели с явно заданным про-

странством взята модель типа реакция-диффузия [49; 50]. Как было показано

в [51] на примере ряда популяционных задач, что возможность сосущество-

вания видов в пространственно распределенном случае можно определить из

свойств соответствующей динамической системы. Это предположение подтвер-

ждается на примере устойчивых пространственно однородных решений. Тем не

менее, неустойчивые решения также могут стабилизироваться. Кроме того, су-

ществуют пространственно неоднородные решения, для которых нет аналогов

в исходных динамических системах.
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3.5 Основные обозначения

A = {𝑎𝑖𝑗},B = {𝑏𝑖𝑗}, Матрицы выплат, 𝑖,𝑗 — номера стратегий.
𝑖,𝑗 = 1, . . . ,𝑚

𝑥𝑖, 𝑦𝑖 Численности подпопуляций, использующих
стратегию с номером 𝑖 первого и второго
типов (игроков) соответственно.

x,y Векторы распределения популяции по стратегиям:
x = (x1, . . . ,xn),y = (y1, . . . ,yn).

𝑥 Пространственная переменная.
𝑢𝑖(𝑥,𝑡), 𝑣𝑖(𝑥,𝑡) Плотности вероятности выбора

𝑖-й стратегии в момент времени 𝑡.
𝑓𝐴(𝑥), 𝑓𝐵(𝑥) Функции приспособленности первого

и второго игроков соответственно.
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3.6 Иллюстрации
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Рисунок 3.1 — Фазовый портрет системы “владелец–захватчик” без диффузии
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Рисунок 3.2 — Стабилизирующий эффект в распределенной репликаторной

системе “владелец–захватчик”
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Рисунок 3.3 — Фазовый портрет системы “борьба полов” без диффузии
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Рисунок 3.4 — Решение распределенной репликаторной системы “борьба

полов” в зависимости от времени
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Глава 4. Численные методы

4.1 Постановка задачи

В данной главе рассматриваются численные методы анализа репликатор-

ных систем на примере двух моделей: пространственно распределенных репли-

каторных уравнений и модели квазивидов с мутаторным эффектом. Необходи-

мость использования численных методов для исследования данного типа систем

обусловлена отсутствием, за небольшим исключением, точных аналитических

решений для систем общего вида (более подробно проблема обсуждается, на-

пример, в [16; 17]). Более того, системы дифференциальных уравнений, возни-

кающие в результате формализации эволюционных процессов, имеют большую

размерность и большой разброс характерного времени протекающих процессов.

В результате большая часть исследователей использует методы стохастического

моделирования (варианты метода Монте-Карло), берущие начало в знаменитой

работе Гиллеспи [197]. Обзор недавних достижений в этом направлении может

быть найден в его работе [198]. Такие методы, хотя и позволяют моделировать

практически любую систему, описание которой возможно в рамках общих урав-

нений химической кинетики, являются очень ресурсоемкими.

Данная глава посвящена описанию более эффективных с вычислитель-

ной точки зрения методов решения нелинейных систем уравнений в частных

производных, применяемых в эволюционных моделях и использованных для

исследования в работах одного из авторов статьи [38; 41; 53]. Структура гла-

вы следующая: в части 4.2 описываются эволюционные модели, учитывающие

пространство, в части 4.3 – модели с изменяющейся интенсивностью мутации,

в части 4.4 – численные методы и результаты моделирования.

Репликаторные уравнения, подробно обсуждавшиеся в обзоре литературы

и Главе 3, представляют собой частный случай репликаторных систем и явля-

ются одними из самых изученных среди моделей биоматематики и эволюцион-

ной теории игр систем обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ).

Приведем здесь снова классическую постановку [14] системы уравнений:

�̇�𝑖 = 𝑢𝑖(𝑓𝑖(u)− 𝜑(u)), 𝑖 = 1, . . . ,𝑛, (4.1)
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где 𝑢𝑖 – относительная численность некоторого типа в популяции (генотипа или

типа макромолекул), u = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛). Эффективность репликации отдельного

типа выражается через функцию приспособленности, которая в задачах, свя-

занных с теоретико-игровой динамикой с матрицей выплат A = {𝑎𝑖𝑗}, 𝑖,𝑗 =

1, . . . ,𝑛, имеет вид 𝑓𝑖(u) =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑗. Тогда средняя приспособленность зада-

ется с помощью стандартного скалярного произведения как 𝜑(𝑢) = (𝑢,A𝑢). Ос-

новные допущения, заложенные в модели, заключаются в случайности попар-

ного взаимодействия типов и в бесконечном размере популяции. Для численно-

го интегрирования систем дифференциальных уравнений вида 4.1 используют-

ся различные численные методы. В первую очередь, явные и неявные методы

Рунге-Кутты и их модификации [199–201], учитывающие структуру решения

однородной задачи. Актуальный обзор и сравнительный анализ основных ме-

тодов данного класса можно найти в статье [202].

4.2 Пространственно-распределенная модель репликации

В реальных биологических задачах даже те популяции, размер которых

можно считать достаточно большим, распределены в пространстве, что суще-

ственно влияет на динамику распределения типов в популяции [49; 203–205]. В

работах [49; 50] был рассмотрен и проанализирован распределенный вариант

системы:

�̇�𝑖 = 𝑢𝑖(𝑓𝑖(𝑢)− 𝑓 𝑠(𝑢)) + 𝑑𝑖𝛿𝑥𝑢𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑛. (4.2)

, с аналогичными классическим функциями приспособленности, интегральным

значением 𝑓 𝑠(𝑢(𝑥)) =
∫︀
(𝐴𝑢,𝑢)𝑑𝑥, ответственным за механизм глобального ре-

гулирования, и постоянными коэффициентами диффузии 𝑑𝑖.

Системы уравнений вида 4.2 относятся к типу реакция-диффузия и тре-

буют для своего решения методов, явным образом учитывающих возможную

пространственную неоднородность решения. В данной области можно выделить

две основные группы методов. Во-первых, варианты метода конечных объе-

мов [206]. Во-вторых, спектральные методы (методы конечных элементов) на

основе разрывного метода Галеркина и других возможных аппроксимаций про-

странства решений [207].
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Сосредоточенный вариант биматричной репликаторной системы, которой

с матрицами выплат 𝐴𝑛×𝑛, 𝐵𝑛×𝑛 имеет вид [207;208]:

�̇�𝑖 = 𝑢𝑖((𝐴𝑢)𝑖 − (𝑢,𝐴𝑣)),

�̇�𝑗 = 𝑣𝑗((𝐵𝑣)𝑗 − (𝑣,𝐵𝑢)),

где 𝑢𝑖(𝑡), 𝑣𝑖(𝑡), — относительные численности типов популяций, (𝐴𝑢)𝑖 =∑︀𝑛
𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑢𝑗, (𝐵𝑣)𝑖 =

∑︀𝑛
𝑗=1 𝑏𝑖𝑗𝑣𝑗. Тогда пространственно распределенная поста-

новка биматричной задачи имеет вид:

𝜕𝑡𝑢𝑖 = 𝑢𝑖((𝐴𝑢)𝑖 − 𝑓𝐴(𝑢,𝑣)) + 𝑑𝐴𝑖 𝛿𝑥𝑢𝑖, (4.3)

𝜕𝑡𝑣𝑗 = 𝑣𝑗((𝐵𝑣)𝑗 − 𝑓𝐵(𝑢,𝑣)) + 𝑑𝐵𝑖 𝛿𝑥𝑣𝑗.

В этой модели предполагается, что набор коэффициентов диффузии 𝑑𝐴,𝐵𝑖

постоянен, функции 𝑢𝑖(𝑥,𝑡), 𝑣𝑖(𝑥,𝑡) заданы на временном полуинтервале [0,+∞)

и некотором замкнутом многообразии 𝑥 ∈ Ω.

4.3 Модель описывающая мутаторный эффект

Воспроизведем в этом параграфе некоторые условия, сформулированные

в Главе 1. А именно, рассмотрим модификацию модели Кроу-Кимуры [12; 17]

для эволюционного процесса с учетом влияния гена-мутатора [38]. Исследова-

ния эволюционных моделей, описывающих мутаторный эффект, играют важ-

ную роль в понимании эволюции рака и РНК-вирусов [27; 28; 134]. Численно-

аналитические исследования для моделей Эйгена и Кроу-Кимуры с мутатор-

ным эффектом были предложены в [33; 209], но учитывали только функции

приспособленности специального вида.

В предлагаемой модели положим, что геном представлен цепочкой из𝑁+1

гена, при этом 2 аллеля каждого гена кодируются символами ±1: 𝑠𝜏 = ±1,

где 𝜏 = 0, . . . ,𝑁 . Первый ген в цепочке соответствует гену-мутатору, биохими-

ческая активность которого влияет на интенсивность мутации в геноме. Если

ген-мутатор находится в нормальном состоянии (дикий тип генома: 𝑠0 = +1), то

интенсивность мутации в основной части генома 𝑆𝑖 = (𝑠0, . . . ,𝑠𝑁), 𝑖 = 1, . . . ,2𝑁
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равна 𝜇1. Если же мутация происходит в гене-мутаторе и 𝑠0 = −1 (мутаторный

тип генома), то интенсивность мутации в основной части генома увеличивается

до 𝜇2. Интенсивность мутации самого гена-мутатора задается отдельно и равня-

ется: 𝛼1 для перехода 𝑠0 : +1 → −1 и 𝛼2 для обратного перехода 𝑠0 : −1 → +1.

Положим, что задана опорная последовательность, без ограничения общности

можем считать, что она имеет вид 𝑆 = (+1, + 1, . . . , + 1). Таким образом,

расстояние Хэмминга от нее до некоторой последовательности 𝑆𝑖 определяется

минимальным количеством мутаций 𝑙 ≡ 𝑑(𝑆,𝑆𝑖) = (𝑁 −
∑︀𝑁

𝜏=1 𝑠𝜏)/2, необходи-

мым, чтобы перевести опорную последовательность в состояние 𝑆𝑖.

Допустим, как и в классической модели Кроу-Кимуры, что ландшафт

приспособленности симметричен, то есть значение функции приспособленно-

сти определяется только параметром 𝑙. Тогда для распределения количества

последовательностей по классам Хэмминга 𝑃𝑙(𝑡), 𝑄𝑙(𝑡) для дикого и мутаторно-

го типов соответственно, система уравнений имеет вид:

𝑑𝑃𝑙(𝑡)

𝑁𝑑𝑡
= 𝛼2𝑄𝑙 + 𝑃𝑙(𝑓(𝑥𝑙)− (𝜇1 + 𝛼1))

+𝜇1(𝑃𝑙−1
𝑁 − 𝑙 + 1

𝑁
+ 𝑃𝑙+1

𝑙 + 1

𝑁
)− 𝑃𝑙𝑅, (4.4)

𝑑𝑄𝑙(𝑡)

𝑁𝑑𝑡
= 𝛼1𝑃𝑙 +𝑄𝑙(𝑔(𝑥𝑙)− (𝜇2 + 𝛼2))

+𝜇2(𝑄𝑙−1
𝑁 − 𝑙 + 1

𝑁
+𝑄𝑙+1

𝑙 + 1

𝑁
)−𝑄𝑙𝑅,

𝑅(𝑡) =
∑︁
𝑙

(𝑃𝑙(𝑡)𝑓(𝑥𝑙) +𝑄𝑙(𝑡)𝑔(𝑥𝑙)),

𝑥𝑙 = 1− 2𝑙

𝑁
, 0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑁,

где 𝑓(𝑥𝑙) — функция приспособленности последовательностей дикого типа, с

нормальным геном-мутатором, 𝑔(𝑥𝑙) — функция приспособленности последова-

тельностей мутаторного типа. Заметим, что функции приспособленности могут

отличаться, а в может на несколько порядков превосходить (например, в 10-100

раз [29]).
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4.4 Численные методы и результаты моделирования

В связи с необходимостью численно решать системы уравнений 4.3 и 4.4

автором был разработан код, написанный на языке программирования С++.

Детали реализации, так же как и отрывки исходного кода программ приведены

в приложении А

Исследуемые эволюционные модели приводят к системам обыкновенных

дифференциальных уравнений большой размерности. В случае модели Кроу-

Кимуры размерность системы растет линейно с ростом количества генов (или

длины макромолекул, в зависимости от биологической интерпретации), тогда

как в модели Эйгена размерность растет экспоненциально (пример так назы-

ваемого “проклятия размерности”). Для решения такого рода систем ОДУ ак-

тивно разрабатываются новые численные методы [210; 211]. Можно отметить

метод FSP (finite state projection), впервые предложенный в работе [29;212] и по-

лучивший развитие в работе [211], непосредственно понижающий размерность

исходной системы.

В качестве численного метода был использован метод конечных объемов,

который сформулирован для решения систем дифференциальных уравнений

общего вида:

𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥,𝑡) +

𝜕

𝜕𝑥
𝑓(𝑢) = 𝑆(𝑢,𝑥), 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 ∈ [0; +∞),

где Ω — замкнутая область евклидова пространства (далее для простоты огра-

ничимся одномерным случаем), 𝑢 = 𝑢(𝑥,𝑡) –– вектор переменных, задающих

состояние системы, 𝑓 = 𝑓(𝑢) –– тензор потоков, задающих направление и ин-

тенсивность изменения состояния в пространстве, член 𝑆 = 𝑆(𝑢,𝑥) определяет

возникновение, уничтожение и взаимное превращение переменных состояния.

Все упомянутые ранее системы уравнений могут быть приведены к дан-

ному виду. С примером успешного применения метода данного типа для урав-

нения Фоккера-Планка можно ознакомится в статье [213]. Ниже приводится

детальное описание реализованного метода.

В дальнейшем мы ограничимся случаем 𝑆(𝑢,𝑥) = 𝑆(𝑢), тогда данная

система нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных,
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снабженная необходимыми начальными условиями, будет иметь вид:

𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑥,𝑡) +

𝜕

𝜕𝑥
𝑓(𝑢) = 𝑆(𝑢,𝑥), (4.5)

𝑢(𝑥,0) = 𝑢0(𝑥).

Стоит отметить, что прямым следствием наличия ненулевой правой части

является появление пространственно неоднородных стационарных решений, а

именно решений �̃� = �̃�(𝑥) неоднородной системы уравнений:

𝜕

𝜕𝑥
𝑓(�̃�) = 𝑆(�̃�),

как, например, в случае распределенной репликаторной системы 4.3. В методе

конечных объемов, область пространства Ω полностью разбивается на ячейки

Ω𝑖 = [𝑥𝑖−1/2,𝑥𝑖+1/2] (контрольные объемы), которые имеют с соседними ячейка-

ми общую границу меры ноль. Осредненные внутри каждой пространственной

ячейки Ω𝑖, имеющей размер 𝛿𝑥 = 𝑥𝑖+1/2−𝑥𝑖−1/2, значения переменных 𝑢 = 𝑢(𝑥,𝑡)

в момент времени 𝑡𝑛 определяются следующим образом:

𝑢𝑛𝑖 =
1

𝛿𝑥𝑖

𝑥𝑖+1/2∫︁
𝑥𝑖−1/2

𝑢(𝑥,𝑡𝑛)𝑑𝑥. (4.6)

Далее мы вводим понятие пространственно-временной ячейки Ω𝑛
𝑖 =

[𝑥𝑖−1/2,𝑥𝑖+1/2]× [𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1+ 𝛿𝑡], заметаемой отрезком Ω𝑖 в течение временного ша-

га 𝛿𝑡 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛. Затем в каждой такой ячейке вводим локальную систему

координат (𝜉,𝜏,), определяемую соотношениями 𝑥 = 𝑥𝑖−1/2+ 𝜉𝛿𝑥𝑖 и 𝑡 = 𝑡𝑛+ 𝜏𝛿𝑡.

Будем обозначать численное решение задачи 4.5, определенное внут-

ри каждой ячейки Ω𝑛
𝑖 , как 𝑢𝑖(𝜉, 𝜏) . Интегрируя уравнение 4.5 по каждо-

му пространственно-временному объему, получим классическую формулировку

метода конечных объемов:

𝑢𝑛+1
𝑖 = 𝑢𝑛𝑖 −

𝛿𝑡

𝛿𝑥𝑖
(𝑓𝑖+1/2 − 𝑓𝑖−1/2) + 𝛿𝑡𝑆𝑖, (4.7)
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где введены следующие обозначения:

𝑓𝑖+1/2 =

1∫︁
0

𝑓ℎ(𝑢𝑖(1,𝜏),𝑢𝑖+1(0,𝜏))𝑑𝜏,

𝑆𝑖 =

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑆(𝑢𝑖(𝜉,𝜏))𝑑𝜉𝑑𝜏.

Здесь 𝑓ℎ это функция численного потока зависящая только от значений,

экстраполированных на границу между ячейками. Переход с текущего времен-

ного слоя на новый временной слой происходит в соответствии с 4.7. Выбор кон-

кретного способа вычисления интегралов в правой части выражений завершает

формулировку численного метода. Явный метод первого порядка точности по

времени и пространству, будет иметь вид:

𝑓𝑖+1/2 =

1∫︁
0

𝑓ℎ(𝑢𝑖(1,𝜏), 𝑢𝑖(0,𝜏))𝑑𝜏 ≈ 𝑓ℎ(𝑢
𝑛
𝑖 , 𝑢

𝑛
𝑖+1)𝛿𝑡,

𝑆𝑖 =

1∫︁
0

1∫︁
0

𝑆(𝑢𝑖(𝜉,𝜏))𝑑𝜉𝑑𝜏 ≈ 𝑆(𝑢𝑛𝑖 )𝛿𝑥𝑖𝛿𝑡.

Основным преимуществом данного метода является простота и эффектив-

ность реализации, так как отсутствует необходимость решать на каждом ша-

ге, в общем случае нелинейную, систему уравнений относительно неизвестных

значений 𝑢𝑛+1
𝑖 . Несмотря на свою простоту и невысокую вычислительную сто-

имость, данный метод обладает рядом существенных недостатков. Во-первых,

явный характер схемы накладывает жесткое ограничение на возможную вели-

чину шага по времени, не позволяя вести счет с шагом по времени, превышаю-

щим минимальный из временных масштабов, присутствующих в системе. Это

ограничение носит названия условия Куранта-Фридрихса-Леви, и его точный

вид меняется в зависимости от рассматриваемой задачи. Во-вторых, следует

отметить, что наличие жесткого члена 𝑆(𝑢)) в правой части уравнения 4.2 мо-

жет привести к тому, что исходная система будет асимптотически стремиться

к редуцированной системе уравнений, в общем случае имеющей другую мате-

матическую структуру. Что продемонстрировано, например, в работе [214] для
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гиперболической системы уравнений Эйлера, которая в жестком пределе пере-

ходит в параболическую систему уравнений переноса в пористой среде.

Распределенная репликаторная система решается после приведения систе-

мы уравнений 4.3 к общему виду 4.5 путем введения следующих обозначений:

𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛), 𝑓 = (𝑓𝐴, 𝑓𝐵), (4.8)

𝑓(𝑢) = −(𝑑𝐴1∇𝑢1, . . . , 𝑑𝐴𝑛∇𝑢𝑛, 𝑑𝐵1 ∇1, . . . ,𝑑
𝐵
𝑛∇𝑣𝑛),

𝑆(𝑢) = 𝑢((𝐴𝑢)− 𝑓(𝑢)),

В качестве граничных условий ставились условия Неймана, задающие от-

сутствие потока через границу области. В ходе расчетов были получены про-

странственно неоднородные решения (Рис. 1) распределенной системы (ана-

литическое исследование и некоторые результаты моделирования приведены

в [53]), в том числе локальные а также показано влияние малых коэффициен-

тов диффузии на устойчивость однородного стационарного решения.

Уравнения модели эволюции 4.4 в присутствии гена-мутатора, также сво-

дятся к виду 4.5 с помощью замены:

𝑢 = (𝑃0, . . . , 𝑃𝑛, 𝑄0, . . . , 𝑄𝑛).

В этом случае 𝑓(𝑢) ≡ 0, а полученный метод в точности совпадает с яв-

ным методом Эйлера. Основные результаты численного моделирования данной

задачи опубликованы в [38], и использовались для проверки аналитических ги-

потез сформулированных в той же работе.

4.5 Заключение к главе

В данной главе был изложен метод численного моделирования для ши-

рокого класса репликаторных систем. Приведены математические постановки

для пространственно распределенных систем и систем с изменяющимися па-

раметрами мутации, для которых детально описан численный метод, приме-

ненный для исследования в работах одного из авторов. Продемонстрирована

адекватность метода для моделирования распределенной репликаторной систе-
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мы, описывающей биматричную игровую динамику для случая одномерного

пространства. Представлен обзор существующих на данный момент численных

методов, используемых для моделирования рассмотренных в работе систем и

для решения уравнений в частных производных. В приложении А приведены

элементы исходного кода, разработанного для численной реализации задач 1–3

глав и дана ссылка размещенный в сети интернет проект.

В дальнейшем исследовании планируется реализация полуявного метода

произвольной степени точности по времени и пространству, предложенного в

работах [215; 216] для решения уравнений движения сплошной среды. Данный

метод использует локально неявный разрывный метод Галеркина для решения

проблем, обозначенных выше, и вызванных жесткостью члена, стоящего в пра-

вой части. Это должно помочь уменьшить время расчета за счет повышения по-

рядка реконструкции локального решения внутри пространственно-временных

ячеек, а значит и уменьшения общего их количества при сохранении необходи-

мой нам точности.
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Заключение

Репликаторные системы лежат в основе наиболее значимых моделей, при-

меняемых для описания как биологической эволюции [72;98;217], так и эволю-

ции социокультурных феноменов: развития языка [4;5], межгруппового взаимо-

действия [218], кооперации [219;220]. При этом возможность построения общей

методологии моделирования эволюционных процессов зависит от заданной он-

тологии, о универсальности которой ведутся споры математических биологов,

специалистов по эволюции и философов науки. В обзоре литературы данной

работы обсуждались основные подходы к определению понятий репликатора

и репликаторной системы, а также возможности формализации дарвиновской

триады. Была сформулирована схема построения эволюционной модели и рас-

смотрены основные классы систем, описывающих репликаторную динамику:

модели квазивидов [10; 12; 36; 221], репликаторные уравнения [13; 103; 222], мо-

дели репликации-мутации [223; 224], модели адаптивной динамики [225–227] и

уравнения Прайса [228;229]. В каждом из указанных классов динамика репли-

каторной системы определялась действием одного или двух факторов: или от-

бором, или комбинацией мутации и отбора. Для дальнейшего анализа взяты

первые два класса, для которых ставился вопрос: как включить в модели такие

свойства реальных репликаторных систем и как это отразится на предсказани-

ях моделей?

Основные результаты работы заключаются в следующем.

1. В Главе 1 представлена разработанная модификация классических мо-

делей Эйгена и Кроу—Кимуры для описания внутренней нестабильно-

сти системы, вызванной влиянием гена-мутатора. Построен контину-

альный аналог модели, для которого получены выражения для стацио-

нарных характеристик системы (средней приспособленности и среднего

состояния гена) и уравнения для динамики среднего распределения в

популяции. Получена асимптотическая формула для доли мутаторов

в популяции 𝑞, корректная при достаточно больших длинах генома.

Доказано, что различные аналитические выражения, полученные для

средней приспособленности, зависят от двух независимых параметров

мутации и определяют различные фазы репликаторной системы: несе-
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лективную, смешанную и мутаторную. Полученный результат может

быть использован в концепции летального мутагенеза — варианта те-

рапии рака, который основана на применении фазовых переходов си-

стемы в теории квазивидов. Дальнейшие исследования в этой области

могут быть направленны на вычисление поправок конечного объема,

так как конечный размер популяции может значительно повлиять на

эволюционную динамику, а также усложнение разработанной модифи-

кации модели: включение рекомбинации, горизонтального переноса ге-

нов, летальных мутаций.

2. Глава 2 посвящена исследованию репликаторных систем с изменчивой

внешней средой на примере теоретико-игровой задачи с переменной

матрицей выплат. Разработана модель, основанная на системе основ-

ных уравнений химической кинетики, для системы дифференциальных

уравнений которой получено численное решение. Построен континуаль-

ный аналог модели, вычислены динамические характеристики систе-

мы: динамика среднего распределения и дисперсии распределения. С

помощью численного решения системы дифференциальных уравнений,

соответствующих исходной постановке предложенной модели, была до-

казана высокая точность аналитического решения континуального ана-

лога.

Постановка задачи, рассмотренная в данной главе, расширяет грани-

цы применимости классических репликаторных систем, описывающих

игру в нормальной форме. В эволюционной теории игр основная зада-

ча состоит в прогнозировании поведения игроков и структуры популя-

ции, что обеспечивается предложенной моделью в условиях переменной

внешней среды. Исследование, представленное в данной главе, может

быть продолжено в разных направлениях: для игр к конечных попу-

ляциях необходимо исследовать эффекты малых размеров популяции

и вычислить соответствующие поправки; для матриц большей размер-

ности можно рассмотреть допустимые комбинации типов игр; разрабо-

тать версию с большим количеством вариантов переключений внешней

среды.

3. В Главе 3 разработана пространственно распределенная модель типа

реакция-диффузия для репликаторной системы, описывающей асим-
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метричную биматричную игру. Доказана теорема сохранения устойчи-

вости пространственно однородного решения. Получены численные ре-

шения исходной системы дифференциальных уравнений типа реакция-

диффузия, в том числе пространственно неоднородные. Модели с

пространственной распределенностью более реалистичны и позволя-

ют учитывать неравномерность взаимодействия популяции, которая,

как правило, способствует эволюционному разнообразию. В частности,

такие классические задачи, как “борьба полов”, становятся менее аб-

страктными и могут объяснять зависимость стратегий поведения полов

разных видов от концентрации популяции в том или ином ареале.

4. Для выполнения поставленных задач был разработан пакет программ,

позволяющий численно моделировать репликаторные системы в ос-

новных рассмотренных постановках: модели квазивидов, репликатор-

ные уравнения, основные уравнения химической кинетики в теоретико-

игровой форме. Использованные численные методы моделирования

представлены в Главе 4.
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Список терминов и сокращений

Аллель — вариант гена. В популяции ген может существовать в виде мно-

жества разных аллелей.

Гаплоидный — содержащий одинарный набор хромосом.

Ген — структурная и функциональная единица наследственности живых

организмов: участок ДНК (или РНК), кодирующий какой-либо белок или функ-

циональную молекулу РНК.

Гены-мутаторы — гены, биохимическая активность которых повышает

частоту мутирования других генов. Аллели гена, несущие такие мутации, на-

зывают аллелями-мутаторами или просто мутаторами.

Геном — для прокариот и эукариот это совокупность всех молекул ДНК,

содержащихся в одной хромосоме или гаплоидном наборе хромосом соответ-

ственно. Или все гены, находящиеся в хромосоме или хромосомном наборе. Для

вирусов геном — цепочка ДНК или РНК или все гены, кодируемые ими.

Генотип — генетический состав клетки или организма. Иначе, совокуп-

ность всей наследственной информации, содержащейся в геноме.

Дикий тип — наиболее распространенный фенотип в популяции, призна-

ки которого детерминированы немутантными аллелями, или фенотип, выбран-

ный как “нормальный”.

Дикий тип гена — аллель гена, наиболее широко представленный в при-

родной популяции. Кодирует фенотипическую характеристику, свойственную

дикому типу организма.

ДНК — биополимер, молекула которого представляет собой цепочку из

множества последовательно соединенных дезоксирибонуклеотидов.

Ландшафт приспособленности — поверхность, задаваемая функцией при-

способленности. Эволюционный процесс можно представить как движение по

ландшафту приспособленности.

Мутация — наследуемое изменение последовательности нуклеотидов в

молекуле ДНК (или РНК).

Мутагенез — процесс появления мутаций.
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Мутаторный эффект — значительное повышение интенсивности мута-

ции генов в результате изменения гена-мутатора, нормальная работа которого

важна для точной репликации или репарации.

Нейтральные мутации — мутации, не влияющие на величину приспособ-

ленности.

Приспособленность — эффективность размножения или копирования ре-

пликатора.

Пространство последовательностей — пространство нуклеотидных це-

почек определенной длины.

Рекомбинация — обмен участками между молекулами ДНК (или РНК).

Репарация — исправление ошибок (мутаций или разрывов), возникающих

в молекуле ДНК.

Репликатор — объект, способный воспроизводиться и обладающий на-

следственной изменчивостью, единица эволюции.

Репликация — удвоение, размножение, копирование. В теории биологиче-

ской эволюции термин применяется к процессу копирования молекул ДНК, в

результате репликации которой получаются две копии двойной спирали ДНК.

РНК — рибонуклеиновая кислота, биополимер, молекула которого пред-

ставляет собой цепочку из множества последовательно соединенных рибонук-

леотидов.

Фенотип — совокупность всех наблюдаемых характеристик клетки или

организма, то есть всех морфологических, физиологических, биохимических и

прочих признаков.

Фенотипический признак — проявление отдельной особенности феноти-

па.

Функция приспособленности — функция многих переменных, заданная

в пространстве последовательностей, то есть ставящая в соответствие кодиру-

ющей геном последовательности значение приспособленности (эффективности

размножения, определяемой таким геномом).
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Приложение А

Численное моделирование и листинги программ

В этом разделе приведены детали реализации и отрывки из исходного ко-

да программ, использовавшихся для численного моделирования репликаторной

распределенной системы и системы моделирующей мутаторный эффект. Реа-

лизация всех численных методов выполнена на языке программирования C++,

для визуалиции результатов использовались специальзированные комплексы

программ Matlab и TecPlot.

А.1 Распределенная система репликаторных уравнений

Полный исходный код использовавшийся для численного мо-

делирования размещен в сети интернет и доступен по ссылке

(https://github.com/mrpejker/ReplicatorNKT). Ниже на листинге А.1 при-

водится код функции реализующей вычисление значений на новом временном

слое для распределенной системы.

Листинг А.1

Фрагмент файла ReplicatorModel.h

// Compute residual

void ComputeResidual(std::vector <double >& R, const std::vector <

double > U) {

//"conservative part"

5 if (_method == IntegrationMethod :: ExplicitEuler) {

//We compute average fittnes for each specie and each game

_avgFitness.clear ();

for (int i = 0; i<_nSpecies; i++) { // Species

std::map <int , double > avgF;

10 avgF.clear();

for(auto game : _games[i]) { //Games

double avgGame = 0;

double sumS = 0;

int sp2Ind = game.first;
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15 DenseMatrix& A = game.second;

for (int j = 0; j<_nCells; j++) { // Vertices

double S = _vertices[j].h;

int player1 = _getIndex(j, i, 0);

int player2 = _getIndex(j, sp2Ind , 0);

20

std::vector <double > u1(&U[player1], &U[player1] +

_nStrategies[i]);

std::vector <double > u2(&U[player2], &U[player2] +

_nStrategies[sp2Ind ]);

double u1norm = 0;

for (double& value : u1) u1norm += value;

25 double u2norm = 0;

for (double& value : u2) u2norm += value;

double localFitness = mult(&U[player1], &(A * (&U[

player2 ]))[0], _nStrategies[i]);

avgGame += S * localFitness;

sumS += S;

30 };

avgGame /= sumS;

avgF[sp2Ind] = avgGame;

};

_avgFitness.push_back(avgF);

35 };

// Compute residual for each cell

double sumR = 0;

R.resize(_nCells * _nVariables);

40 //"convective" part of residual

for (int cellInd = 0; cellInd < _nCells; cellInd ++) {

Vertex& cell = _vertices[cellInd ];

int startInd = _getIndex(cellInd , 0, 0);

45 // Initialize

for (int i = 0; i<_nVariables; i++) R[startInd + i] = 0;

for (int iSp = 0; iSp < _nSpecies; iSp++) {

for (int iSt = 0; iSt < _nStrategies[iSp]; iSt++) {

int index = _getIndex(cellInd , iSp , iSt);

50 for (auto game : _games[iSp]) { //Games

int iSp2 = game.first;

int player2 = _getIndex(cellInd , iSp2 , 0);
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DenseMatrix& A = game.second;

55 std::vector <double > u2(&U[player2], &U[player2] +

_nStrategies[iSp2]);

double u2norm = 0;

for (double& value : u2) u2norm += value;

double localFittnes = (A * (&U[player2 ]))[iSt];

double u = U[index];

60 R[index] = u * (localFittnes - _avgFitness[iSp][

iSp2]);

sumR += R[index ];

};

};

};

65 };

//"diffusion term"

// between each pair of cells

for (int cellInd = 0; cellInd < _nCells - 1; cellInd ++) {

70 double dx = _vertices[cellInd ].x - _vertices[cellInd +1].x;

for (int iSp = 0; iSp < _nSpecies; iSp++) {

for (int iSt = 0; iSt < _nStrategies[iSp]; iSt++) {

int leftIndex = _getIndex(cellInd , iSp , iSt);

int rightIndex = _getIndex(cellInd+1, iSp , iSt);

75

// Compute gradient

double dU = U[leftIndex] - U[rightIndex ];

double dUdx = dU / dx;

80 // Compute diffusion

double d = _d[iSp][iSt];

double S = 1.0;

double dFlux = S * d * dUdx;

85 // Distribute

R[leftIndex] += dFlux / _vertices[cellInd ].h ;

R[rightIndex] -= dFlux / _vertices[cellInd +1].h;

};

};

90 };

};
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return;

};

А.2 Cистема репликаторных уравнений c мутатор геном

Полный исходный код использовавшийся для численного мо-

делирования размещен в сети интернет и доступен по ссылке

(https://github.com/mrpejker/MutatorModel). Ниже на листинге А.2, при-

водится код функции реализующей вычисление значений на новом временном

слое для системы описывающей эволюцию популяции и учитывающей наличие

мутатор гена.

Листинг А.2

Фрагмент файла MutatorModel.cpp

// Functor behaviour , specifies residual computation step

int operator ()(const Eigen:: VectorXd &x, Eigen:: VectorXd &fvec)

const

{

5 // Compute average fittness

double R = 0.0;

for (auto i = 0; i <= GenomeLenght_; i++) {

int ip = i;

int iq = i + GenomeLenght_ + 1;

10 R += f_[i] * x(ip) + g_[i] * x(iq);

fvec(ip) = 0.0;

fvec(iq) = 0.0;

};

15 // Compute source term

for (int i = 0; i <= GenomeLenght_; i++) {

int ip = i;

int iq = i + GenomeLenght_ + 1;

20 // Compute mutation process

if ((i + 1) <= GenomeLenght_) {

fvec(ip) += x(ip+1) * mutation_rate_P_ * (i + 1) /

GenomeLenght_;
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fvec(iq) += x(iq+1) * mutation_rate_Q_ * (i + 1) /

GenomeLenght_;

};

25 if ((i - 1) >= 0) {

fvec(ip) += x(ip - 1) * mutation_rate_P_ * (GenomeLenght_

- i + 1) / GenomeLenght_;

fvec(iq) += x(iq - 1) * mutation_rate_Q_ * (GenomeLenght_

- i + 1) / GenomeLenght_;

};

30 // Functor behaviour

int operator ()(const Eigen :: VectorXd &x, Eigen :: VectorXd &fvec

) const

{

// Compute average fittness

double R = 0.0;

35 for (auto i = 0; i <= GenomeLenght_; i++) {

int ip = i;

int iq = i + GenomeLenght_ + 1;

R += f_[i] * x(ip) + g_[i] * x(iq);

fvec(ip) = 0.0;

40 fvec(iq) = 0.0;

};

// Compute source term

for (int i = 0; i <= GenomeLenght_; i++) {

45 int ip = i;

int iq = i + GenomeLenght_ + 1;

// Compute mutation process

if ((i + 1) <= GenomeLenght_) {

fvec(ip) += x(ip+1) * mutation_rate_P_ * (i + 1) /

GenomeLenght_;

50 fvec(iq) += x(iq+1) * mutation_rate_Q_ * (i + 1) /

GenomeLenght_;

};

if ((i - 1) >= 0) {

fvec(ip) += x(ip - 1) * mutation_rate_P_ * (

GenomeLenght_ - i + 1) / GenomeLenght_;

fvec(iq) += x(iq - 1) * mutation_rate_Q_ * (

GenomeLenght_ - i + 1) / GenomeLenght_;

55 };
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//! Compute mutator gene switching process

fvec(ip) += x(iq) * mutator_gene_transition_rate_Q_to_P_;

fvec(iq) += x(ip) * mutator_gene_transition_rate_P_to_Q_;

60

//! Compute replication process

fvec(ip) += x(ip) * (f_[i] - (mutation_rate_P_ +

mutator_gene_transition_rate_P_to_Q_));

fvec(iq) += x(iq) * (g_[i] - (mutation_rate_Q_ +

mutator_gene_transition_rate_Q_to_P_));

65 //! Compute selection and normalization term

fvec(ip) -= x(ip) * R;

fvec(iq) -= x(iq) * R;

//std::cout << fvec;

70 };

// Boundary conditions

for (auto i = 0; i <= GenomeLenght_; i++) {

int ip = i;

75 int iq = i + GenomeLenght_ + 1;

if (x(ip) < 0) fvec(ip) = x(ip)*x(ip);

if (x(ip) > 1.0) fvec(ip) = (x(ip) -1.0)*(x(ip) -1.0);

if (x(iq) < 0) fvec(iq) = x(iq)*x(iq);

if (x(iq) > 1.0) fvec(iq) = (x(iq) - 1.0)*(x(iq) - 1.0);
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